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Zeitplan und Umfang

Zeitplan fiir WS 2021/2022

e« Woche 1 und 2: Mathematik-Vorkurs Teil 3
(Teil des Pflichtmoduls Methoden der Okonometrie)

o Woche 3 bis 15: Pflichtmodul Methoden der Okonometrie

« zusemesterbegleitenden Leistungen siehe Kurshomepage https://www.uni-regensburg.
de/wirtschaftswissenschaften/vwl-tschernig/lehre/master/methoden-der-oekonometrie/
index.html

Format und ECTS
e 4 h Vorlesung und 2 h Ubung

o 10 ECTS: entspricht ca. 250 h bis 300 h Zeitaufwand fiir das gesamte Modul

Organisation

Inhalte, Termine und Riaume, Downloads, Aktuelles

https://www.uni-regensburg.de/wirtschaftswissenschaften/vwl-tschernig/lehre/
master/methoden-der-oekonometrie/index.html

Voraussetzung fiir die Kursteilnahme

o Kenntnis der Inhalte des Mathematik-Vorkurses Teil 1 und 2.

o Hilfreich, aber nicht erforderlich: Kenntnisse eines einfithrenden Okonometriekurses,
z. B. des Bachelor-Moduls Einfiihrung in die Okonometrie.

Ziele dieses Kurses

(Grund-)Kenntnisse zur Beantwortung folgender Fragen

« Wie mache ich eine sorgféltige empirische/6konometrische Analyse?
o Welche 6konometrischen Methoden gibt es?
o Wie kann ich die Qualitéit einer empirischen Analyse beurteilen?

e Warum und unter welchen Annahmen funktioniert eine okonometrische Methode?

il
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o Wie kann ich empirische Analysen mit der freien Software R durchfithren?

Nutzen

im Studium

o Grundlagen fiir Masterstudium, insb. fiir Schwerpunktmodulgruppe Empirische Wirt-
schaftsforschung.

e Basis zum Verstehen weiterfithrender ckonometrischer Lehrbiicher.
o Empirische Analysen in anderen Kursen verstehen.

o Empirische Analysen in der Master- oder einer Seminararbeit selber durchfithren kénnen
(Cassar, Engl, Giirtzgen, Jerger, Kindermann, Knoppik, Lee, Roider, Tschernig, Weber).

im Beruf

« Datenanalysen immer wichtiger (Big Data, Open Data)!

o Programmierkenntnisse in vielen beruflichen Tétigkeiten hilfreich.

Notenzusammensetzung und Klausur

Notenzusammensetzung

« Studienbegleitende Leistungen (SBLs) (25%):
Art der SBLs siehe Kurshomepage

o Abschlussklausur (75%)

Abschlussklausur

o Termin: Klausurenperiode
e Dauer: 90 Minuten

o enthélt Aufgaben zu Teil 3 des Mathematikvorkurses

Beachte

Um das Modul zu bestehen, reicht die Note 4.0 in der Abschlussklausur nicht aus,
wenn man in den SBLs eine Gesamtnote schlechter als 4.0 hat.

v
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Software

Im Kurs: Verwendung der Software R.

» Vorteile von R:
— sehr flexible mathematisch-statistische Programmiersprache.
— freie Software: http://www.r-project.org/.
— wird in der Wissenschaft und in der Wirtschaft verwendet.
— schnell wachsende Bibliothek an R-Paketen fiir verschiedenste Aufgaben.
— jeder kann selbst Pakete programmieren und der Allgemeinheit zur Verfiigung stellen.

— weite Verbreitung gemafl TIOBE Programming Index: http://www.tiobe.com/index.
php/content/paperinfo/tpci/index.html.

o Intensive Verwendung von R im Modul. Alle R-Programme im Appendix A des Handouts.
e Verwendung von R:

— in den Masterkursen Fortgeschrittene Okonometrie, Applied Financial Econo-
metrics, Quantitative Wirtschaftsforschung II, etc.

— in Masterarbeiten am Lehrstuhl
e R-Kurs:

— Programmieren mit R (LS Tschernig, zwei Wochen vor Vorlesungsbeginn im WS oder
als Screencast)
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Alternative Software fiir 6konometrische Analysen — Ubersicht

Graphische Benutzeroberflache

« EViews (EViews-Kurse (Christoph Knoppik), programmierbar, im CIP-Pool vorhan-
den, Einzellizenz iiber Lehrstuhl fiir ca. Euro 80, MA-Veranstaltung: Quantitative
Wirtschaftsforschung II)

o Gretl (programmierbar, freie Software: http://gretl.sourceforge.net/)
« Stata (Stata-Kurs (siehe LSF), im CIP-Pool vorhanden)

o JMulTi (freie Software: http://www. jmulti.de/, MA-Veranstaltung: Quantitative
Wirtschaftsforschung IT)

(Statistische) Programmiersprachen mit fertigen Programmmodulen

« R, siehe oben.

« Gauss (einige Lizenzen vorhanden)

« Ox (Batch-Version frei)

o Matlab (MA-Veranstaltung: Dynamic Macroeconomics)
« Python (Data Science und Machine Learning)

o Fortran, C, C4++4 (Allgemeine Programmiersprachen mit umfangreichen Numerikbi-
bliotheken)

Computer-Algebra-Sprachen
« Maple (UR-Lizenz)
« Maxima (freie Software)

e Mathematica

Pflichtliteratur

Davidson, R. & MacKinnon, J.G. (2004). Econometric Theory and Methods, Oxford University
Press (http://econ.queensu.ca/ETM/)

vi
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Literatur fir Mathematikvorkurs fiir lineare Algebra

o Schmidt, K. & Trenkler, G. (2015). Einfihrung in die Moderne Matriz-Algebra. Mit
Anwendungen in der Statistik, 3. Auflage, Springer. Kompaktes leicht lesbares deutsches
Lehrbuch mit sehr vielen Beispielen zum Rechnen mit Matrizen (aus dem Uninetz Volltext
verfligbar)

o Gentle, J.E. (2007) Matriz Algebra Theory, Computations, and Applications in Statistics,
Springer. Chapter 2 interessant fiir Okonometriker: detaillierte Einfithrung in Vektorriume
(aus dem Uninetz Volltext verfugbar)

o Fischer, G. (2014) Lineare Algebra, 18. Auflage, Vieweg & Teubner. Abschnitt 1.4 grundle-
gende Einfithrung fiir Mathematiker, Physiker, Ingenieure, usw.(aus dem Uninetz Volltext
verfligbar)

o Litkepohl, H. (1996) Handbook of Matrices, John Wiley & Sons, Chichester. Hervorragendes
Nachschlagewerk zur linearen Algebra und deren verschiedenen Matrizen und dazugehorigen
Rechenregeln und Umformungsmoglichkeiten.

Literatur fiir Mathematikvorkurs zur Wahrscheinlichkeitstheorie
o Casella, G. & Berger, R.L. (2002). Statistical Inference, Duxbury - Thomson. sehr ausfithr-
liche, formale Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie.

o Fahrmeir, L., Heumann, C., Kiinstler, R., Pigeot, I.& Tutz, G. (2016). Statistik. Der Weg
zur Datenanalyse, 8. Auflage, Springer. einfache Einftihrung in die Statistik (aus dem
Uninetz Volltext verfiigbar)

« Steland, A. (2016). Basiswissen Statistik: Kompaktkurs fir Anwender aus Wirtschaft,
Informatik und Technik, 4. Auflage, Spinger. gut geschriebene, kurz gehaltene, technisch
prazise Einfithrung in die Statistik (aus dem Uninetz Volltext verfiigbar)

Literatur zum Wiederholen und Ergdnzen

e Kleiber, C. & Zeileis, A. (2008). Applied Econometrics with R Springer, Springer. sehr gute
Einfithrung in R (aus dem Uninetz Volltext verfiigbar)

« Steland, A. (2013). Basiswissen Statistik: Kompaktkurs fir Anwender aus Wirtschaft,
Informatik und Technik, 3. Auflage, Springer. (aus dem Uninetz hier)

 Stock, J.H. & Watson, M.W. (2012). Introduction to Econometrics, 3. ed., Person, Addison-
Wesley. https://scholar.harvard.edu/stock/pages/introduction-econometrics

« Wooldridge, J.M. (2013). Introductory Econometrics. A Modern Approach, 5. Ed., Thomson
South-Western.
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Vertiefende Literatur (in alphabetischer Reihenfolge)

o Angrist, J. & Pischke, J. (2009). Mostly Harmless Econometrics. An Empiricist’s Companion,
Princeton University Press.
(Gut lesbare Einfithrung in die empirische Evaluationsliteratur)
http://press.princeton.edu/titles/8769.html

o Cameron, A.C. and Trivedi, P.K. (2005). Microeconometrics, Cambridge University Press.
(Methodik fir mikrookonometrische Probleme)
http://cameron.econ.ucdavis.edu/mmabook/mma.html

 Davidson, R. & MacKinnon, J.G. (1993). Estimation and Inference in Econometrics. Oxford
University Press.
Viele Details zur Methodik fiir nichtlineare Regressionsmodelle,
http://qed.econ.queensu.ca/dm-book/

o Greene, W. (2012). Econometric Analysis. Te, Prentice Hall.
Umfassendes Nachschlagewerk mit moderater methodischer Tiefe,
http://pages.stern.nyu.edu/~wgreene/Text/econometricanalysis.htm

« Hayashi, F. (2000). Econometrics, Princeton University Press.
Formal sehr klar aufgebaut.
http://fhayashi.fc2web.com/hayashi_econometrics.htm

« Hansen, B. (2015). Econometrics http://www.ssc.wisc.edu/~bhansen/econometrics/

 Peracchi, F. (2001). Econometrics, John Wiley & Sons.
Der statistische Ansatz zur Regression mit methodischer Tiefe,
http://eu.wiley.com/WileyCDA/WileyTitle/productCd-0471987646,descCd-table0fContents.
html

« Ruud, P.A. (2000). An Introduction to Classical Econometric Theory. Oxford University
Press.
Der geometrische Ansatz mit methodischer Tiefe

o Verbeek, M. (2012). A Guide to Modern Econometrics, 4th. ed., Wiley.

« Wooldridge, J. M. (2010). Econometric Analysis of Cross Section and Panel Data, 2nd. ed.,
MIT Press.
Viel Intuition und methodische Tiefe
http://mitpress.mit.edu/books/econometric-analysis-cross-section-and-panel-data

Noch Organisatorisches

o PC-Einfiihrung zur Computersprache R entweder als Screencast oder im Rahmen
der ersten Vorlesung nach dem Mathematikvorkurs, siehe Kurshomepage unter “Aktuelles”

o Infoveranstaltungen zum Auslandsstudium immer Anfang des Wintersemesters. Genaue
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Daten auf der Homepage des Akademischen Auslandsamtes

o Nobelpreis-Vorlesung, siche Homepage des VWL-Instituts

ix
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Teil I.

Mathematischer Vorkurs



1. Lineare Algebra

Wozu braucht man lineare Algebra?

o Zur Analyse der Eigenschaften der Losungen linearer Gleichungssysteme
o Darstellung multivariater Daten

o Darstellung linearer Zusammenhénge

o Zum Losen linearer Gleichungssysteme
Beispiel: Normalgleichungen zum Berechnen des Kleinst-Quadrate-Schétzers

« Bestandteil von nichtlinearen Optimierungsalgorithmen

« Darstellung geometrischer Zusammenhénge durch Systeme von Zahlen (analytische Geome-
trie)
Matrizen als geometrische Transformationen

o Alles zusammen: in der Okonometrie

Ubersicht
e Vektoren

o Vektorraume

o FEuklidischer Raum und Unterrdaume

o Matrizen, Rechenregeln, spezielle Matrizen und Maflzahlen
o Matrizen und lineare Abbildungen

 (Semi-)definite Matrizen

o Rechenregeln zum Ableiten von vektorwertigen Funktionen

o Partitionierte Matrizen



@

Literaturhinweise

. ( ) Kompaktes leicht lesbares deutsches Lehrbuch mit sehr
vielen Beispielen zum Rechnen mit Matrizen.

. ( , Chapter 2) (Volltext-Zugriff im Bereich der UR): detaillierte Einfithrung
in Vektorraume

. ( , Abschnitt 1.4) Grundlegende Einfiihrung fiir Mathematiker, Physiker,
Ingenieure, usw.

. ( ) Hervorragendes Nachschlagewerk zur linearen Algebra und deren ver-
schiedenen Matrizen und dazugehorigen Rechenregeln und Umformungsmoglichkeiten.
Oft hilfreich beim Lesen von Fachartikeln.



1. Lineare Algebra GR

1.1. Vektoren

Ubersicht

e Raum
o FEuklidischer Raum
e Vektoren

e Dimension, Lange eines Vektors

Euklidischer Raum und Vektoren

Raum

Ein Raum ist in der Mathematik eine Menge mathematischer Objekte mit einer zu-
sétzlichen Struktur. D.h. es sind Operationen bzgl. der Elemente der Menge moglich.
(http://de.wikipedia.org/wiki/Raum_(Mathematik))

Beispiele:
« Vektorraum
o FEuklidischer Raum (= Vektorraum mit Skalarprodukt)

« Wahrscheinlichkeitsraum (=“Menge mit Mengensystem und Wahrschein-
lichkeitsabbildung”)

Euklidischer Raum, n-dimensionaler Raum

e Die einem Euklidischen Raum zugrunde liegende Menge ist die Menge der geordneten
n-Tupel x reeller Zahlen:

R" ={x = (z1,...,2,) : 1,..., 2, € R}.

Die geordneten n-Tupel x = (z1,...,x,) werden auch als n-Vektoren oder kurz
Vektoren bezeichnet. Jeder geordnete n-Vektor stellt einen Punkt im n-dimensionalen
Euklidischen Raum R"™ dar, kurz: x € R™.

o Die damit verbundene Struktur umfasst als Operationen zwischen den Elementen

— die Addition,


http://de.wikipedia.org/wiki/Raum_(Mathematik)

QR 1.2. Vektorraume

— die Skalarmultiplikation sowie

— das Skalarprodukt.

Beispiele:
e n=1: 2 € R! Menge entspricht Zahlengerade, Elemente sind Skalare.

e n = 2: x € R? Menge entspricht der Ebene, Elemente sind zweidimensionale
Vektoren.

e n = 3: x € R* Menge entspricht Raum mit Linge, Breite und Hohe.

Weitere Begriffe

« n: Dimension von x. n wird in der linearen Algebra auch als Ladnge bezeichnet (so
auch in R!)

Achtung: Die Lange eines Vektor bezeichnet haufig auch die Euklidische Norm eines
Vektors. Siehe Abschnitt 1.2.

o z;: Element oder Komponente von x.

1.2. Vektorraume

Ubersicht

o Vektorraum

o Addition und Subtraktion
o Nullvektor

o Inverser Vektor

e Linearkombination

o Geraden

o Skalarprodukt bzw. inneres Produkt

Definition

Eine Menge V mit den Operationen
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e Addition VxV —V
o Multiplikation mit einem Skalar (Skalarmultiplikation) R xV — V
wird linearer Vektorraum genannt, wenn dariiber hinaus

1. fur die Addition ein Nullvektor und ein inverses Element existieren sowie Assozia-
tivitdt und Kommutativitét gelten und

2. fir die Multiplikation mit einer Zahl Distributivitat und Assoziativitat gelten, sowie
Multiplikation mit Eins wieder das gleiche Element ergibt, d. h. Multiplikation und
Addition sinnvoll vertraglich sind.

(adaptiert von ( , S. 76))

Bemerkungen

« Linearkombination: Verkniipfung der Operationen von Addition und Multiplikation
mit Skalaren:

a, B skalar, x,y e V: ax+ [y e V.
Jede Linearkombination der Vektoren ist in V enthalten.

Deshalb ist ein Vektorraum ein linearer Raum.

Reellwertige Vektoren und Vektorraum

Die Menge der reellwertigen n-Vektoren x € R™ bildet einen linearen Vektorraum.

Uberpriifung — Operationen

Es seien x,y € R"

« Addition von Vektoren der Lange n

R" x R" - R" :
(X1, s Tn) + (Y1y e Un) = (@1 + Y1, T+ Yn) = Z
Xt+ty=12z

o Multiplikation mit einer Zahl A € R

RxR" > R":Ax=X(21,...,2,) :=(A-21,..., A x,)



1.2. Vektorraume

Uberpriifung — Bedingungen fiir Addition
« Nullvektor: Es existiert ein Nullvektor 0 := (0,...,0), so dass gilt:

0+x=x, 0-x=0

« Inverser Vektor: zu jedem Vektor x € R" gibt es ein inverses Element z € R", das ihn
mit der Verkniipfung auf den Nullvektor abbildet. Der inverse Vektor ist der negative
Vektor —x = —(zy,...,2,) := (—=x1,..., —2,). Uberpriifen!

Uberpriifung — Bedingungen fiir Skalarmultiplikation
o Distributivitit fiir die Skalarmultiplikation: Fiir o, 5 € R gilt:

alx+y)=ax+ay, (a+p)x=ax+fpx

o Assoziatitiviat der Skalarmultiplikation
(aB) x=a-(3-x)
Weitere Eigenschaften

o Assoziativitat der Addition:

(x+y)+tz=x+(y+2)

o Subtraktion ergibt sich aus Addition und Multiplikation mit einer Zahl:

z—y=z+(-y)=x

o Zwei Vektoren x und y der Lange n sind genau dann gleich, wenn 1 = yq,...,2, =y,
gilt.

Beachte: Die Menge der reellen Zahlen R mit den genannten Operationen bildet auch
einen Vektorraum (= Spezialfall fir n = 1).

Geraden im R"

Definition

o Zwei verschiedene Punkte v, v € R" bestimmen eine Gerade

e Im R™: Seien v, v’ € R" fest. Alle Punkte auf der durch v und v’ definierten Geraden



1. Lineare Algebra aR

sind gegeben durch
L={xeR":x=v+ 2w, ) € R}

wobei w = v/—v. Die Menge L ist das Bild der Abbildung® : R — L C R" : A — v+Aw
und wird Parametrisierung der Geraden genannt.

Geraden im R? (in der Ebene)

o Spezialfall fiir n = 2.

e Alle Punkte x einer Gerade im R? lassen sich als eine Gleichung mit zwei Unbekannten
X = (21, z2) und drei festen Koeffizienten a;, as, b darstellen

121 + Aoy = b.

Die drei Koeffizienten aq,as,b bestimmen die Lage der Geraden und kénnen aus zwei
gegebenen Punkten der Gerade v, v/ bestimmt werden und vice versa.

o Bestimmung zweier Punkte auf der Gerade fiir gegebene Koeffizienten: Fiir gegebenes x;
lasst sich 5 eindeutig bestimmen und umgekehrt, sofern a; # 0, ay # 0. Beispiel:

21 =0 :x9y = — ein Punkt der Gerade
Qa2

To =0 :xy = — zweiter Punkt der Gerade
3]

o Zwei Geraden schneiden sich genau in einem Punkt, aufler sie sind gleich oder parallel
& zweidimensionales lineares Gleichungssystem hat eine, unendlich viele oder keine Losung.

e Schnittpunkt zweier Geraden: Losung x des linearen Gleichungssystems

a1y + asxg = b

1Ty + oy = d

Auflésen nach 1, x5 durch Einsetzen oder mithilfe von Matrixalgebra. Sieche Abschnitt
1.4.

Vektorraum: Skalarprodukt

Skalarprodukt oder inneres Produkt (scalar product, dot product)
Die Abbildung V x V — R ergibt als Ergebnis einen Skalar.

Die zusatzliche Existenz des Skalarprodukts fiir einen Vektorraum ermoglicht

1. eine eindeutige Charakterisierung der Beziehung zwischen den Elementen,
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2. die Charakterisierung der einzelnen Elemente durch Bestimmung ihrer Lénge.

Hinweis: Das Skalarprodukt ist ein spezieller Typ eines inneren Produkts. Innere Produkte
konnen beispielsweise auch fiir Funktionen definiert sein. Allgemein gilt, dass ein inneres
Produkt < -, - > als Ergebnis immer eine reelle oder komplexe Grofie liefert ( ,
Sections 2.1.4, 3.2.6).

Generell gilt: Eine

 eindeutige Charakterisierung der Beziehung zwischen den Elementen eines Vektorraums ist
gegeben, wenn eine Metrik fiir den Vektorraum existiert,

« eindeutige Charakterisierung der Beziehung einzelner Elemente eines Vektorraums ist
gegeben, wenn eine Norm fiir den Vektorraum existiert.

1.3. Euklidischer Raum

Ubersicht

o Vektorraum im R”

o Euklidischer Raum

o Norm

o Normierter Vektorraum
o Euklidische Norm

o Metrik

o Metrischer Raum

o Orthogonale Vektoren

» Lineare Unabhangigkeit

Skalarprodukt im Vektorraum x,y € R"”

R"xR" - R: <x,y>=)Y zy (1.1)
i=1
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Definition Euklidischer Raum

Der Vektorraum aller reellwertiger n-Vektoren x,y € R”, in dem zusétzlich das Skalar-
produkt R"” x R" — R :< x,y >= >, ;u; definiert ist, wird als Euklidischer Raum
bezeichnet.

Durch die Existenz des Skalarprodukts ist eine anschauliche geometrische Charakterisierung
des Euklidischen Raums moglich.

Norm und normierter Vektorraum

Eine Norm erlaubt, allgemein formuliert, die quantitative Bewertung einzelner Elemente einer
Menge und wie sich zeigen lasst, ihrer Beziehungen zueinander.

Norm fiir einen Vektorraum

Die Abbildung || - || : V — [0,00): ordnet jedem Element x des Vektorraums eine
nichtnegative reelle Zahl ||x|| zu und geniigt folgenden Eigenschaften:

1. Wenn x # 0, dann gilt ||x|| > 0 und wenn ||x|| =0 < x = 0.
2. [lox|| = [af [Ix]]
3. Ix+yll <Ix|| + ||lyl| (Dreiecksungleichung).

(Vgl. , Section 2.1.5)

Normierter Vektorraum

ein Vektorraum, dessen Elemente mit einer Norm bewertet/gemessen werden konnen.

Verschiedene Vektornormen

e [,-Norm oder Euklidische Norm:

n
2 = | > i
t=1

Die Euklidische Norm misst die Lange eines n-dimensionalen Vektors:
n 1/2
Il = (3 )
t=1

Der Betrag einer reellen Zahl |z|,z € R ist die Euklidische Norm in R.

10
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e 1 Lo-Norm oder Tschebyscheff-Norm: ||x||« = maxse, |2:|. Z. B. relevant beim
Beladen von Fahrzeugen, wenn keine Kante eines zu transportierenden Gegenstandes eine
maximale Lange tiberschreiten darf.

e § L,-Norm:
n 1/p
Ixllp = (Z\mp) ,
t=1

enthalt beide bereits genannten Falle als Spezialfalle.

Metrik und metrischer Raum

Metrik

Eine Metrik ist eine Abstandsfunktion d : V x V — [0, 00), die folgende Bedingungen
erfiillt, wobei V' einen Vektorraum bezeichnet. Fiir zwei Objekte x und y in V gilt:

1. d(y,z) > 0, wenn x # y und d(y,x) = 0, falls z =y,
2. d(z,y) =d(y,z),
3. d(x,2) < d(z,y) + d(y, 2).

( , Section 2.1.7)

Metrischer Raum

Ein normierter Vektorraum ist automatisch ein metrischer Raum, da die induzierte
Metrik d(x,y) := ||z — y|| allen Anforderungen geniigt.

Skalarprodukt, Norm, Metrik

Generell gilt (nicht nur fir Euklidischen Raum):

Skalarprodukt — Norm e Metrik

<xy>=3 i my = <xx>=301 2 =[x} = dxvy)=]|x-yl

=11

Geometrie von Vektoren im zweidimensionalen Euklidischen Vektorraum

« Notation: Im Folgenden schreiben wir: ||x|| = ||x]]2.
o Geometrie der Addition von Vektoren: Ergebnis ist Diagonale im Parallelogramm.

o Geometrie der Multiplikation mit einem Skalar a: ax ist Vektor parallel zu x mit
unterschiedlicher Lange und moglicherweise mit entgegengesetzter Richtung.

11
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o Geometrie des Skalarprodukts bzw. innere Produkts zweier Vektoren:
Produkt der Langen der beiden Vektoren und dem Kosinus des Winkels 6 zwischen beiden
(ohne Beweis)

<X,y >= inyi = ||Ix|| ||y|| cos 6. (1.2)
i=1

fiir Giiltigkeit: Gegeben seien zwei spezielle Vektoren im E?:

w=(10),

zZ = (C089 sin 9) .
Skalarmultiplikation ergibt zwei weitere Vektoren:

Xx=aw, >0,

y=n7z, ~>0.
Dann ergeben sich die inneren Prdukte bzw. Skalarprodukte

lwl[ =1,
z|| = (cos? 6 + sin? 0 1/2:1
2| = ( ,

< W,Z > = w21 + Wazy = cos b
und

x| = [el[[w]] = o,
Iyl = =]l = 7,
<X,y > =< awW,VzZ >= qwiY2 + QwyYze = oy < W,Z >
= aycosf
= [IxI[ [ly|[ cos 6.

Orthogonale Vektoren
« Stehen zwei Vektoren orthogonal aufeinander (senkrecht aufeinander), dann und nur

dann ist deren inneres Produkt Null, da cos90° = 0 =
Wenn < x,y >=0 <= die Vektoren x und y stehen orthogonal zueinander.

o Cauchy-Schwartz Ungleichung
[ <x,y>[<|x[[lyll baw. <xy>*<<xx><yy>.

Diese folgt aus (1.2) und —1 < cosf < 1.

12
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Lineare Unabhangigkeit

« Lineare Unabhingigkeit: k£ Vektoren x;, i = 1,..., k, (mit positiver Lénge) sind linear
unabhéngig, falls es keine k — 1 Skalare ¢; gibt, so dass gilt:

k

o
Beispiel: Seien die Spalten der n x k Matrix X linear unabhédngig. Dann existiert
nur ein Nullvektor -y, also kein « mit positiver Lange, so dass

k
ijifyi:O, j=1...,n.
i=1

1.4. Matrizen

Ubersicht

e Definition

Addition von Matrizen

Nullmatrix

Skalarmultiplikation

Subtraktion von Matrizen

Matrizen

Definition

o Eine Matrix A ist ein rechteckiges Schema von nm Zahlen, n,m € N,

aix - Qi
a21 -+ Q2p

A= I . = (aij)i:L...,m,j:L...,n = (ai;)
Am1 *°° Amn

e Dimension einer Matrix: Zahl der Zeilen m und Zahl der Spalten n.
Kurznotation: (m x n)-Matrix oder m x n-Matrix.

13
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« Die Eintrage a;;, @ = 1,...,m, j = 1,...,n werden Elemente oder Koeffizienten
einer Matrix genannt.

Bemerkungen

« Beachte: Haufig, so in der Matrixalgebra, wird zusatzlich zur Dimension n ein Vektor
als Spalten- oder Zeilenvektor definiert.

T
X = : oder x:<x1 Jcn)
—_——
Ln Zeilenvektor
——

Spaltenvektor

In R wird den Klasse der Vektoren jedoch keine Spalten- oder Zeileneigenschaft
zugewiesen. Dies geschieht nur bei der Klasse der Matrizen. Daran denken!

» In R existiert die Klasse matrix. Sie wird ben6tigt, um Spalten- oder Zeilenvektoren
zu definieren.

 Eine (m xn)-Matrix besteht aus n Spaltenvektoren der Lange m, bzw. m Zeilenvektoren
der Lénge n. Im Fall reeller Zahlen als Elemente schreibt man

A e R™",

Denn es liegen n Vektoren der Dimension m vor.

Bemerkungen — Fortsetzung

o Zwei Matrizen der gleichen Dimension sind identisch, wenn alle Koeffizienten tiberein-
stimmen.

e Die Elemente konnen aus verschiedenen Mengen stammen: z. B. N, R, den komplexen
Zahlen C oder auch Polynome.

o Jede Tabelle entspricht einer Matrix.

« Ein Spaltenvektor der Lange m entspricht einer (m x 1)-Matrix. Ein Zeilenvektor der
Lange n entspricht einer (1 x n)-Matrix.

Grundlegende Operationen mit Matrizen

o Die grundlegenden Operationen Addition und Multiplikation mit einer Zahl aus
Abschnitt 1.1 lassen sich auch auf Matrizen anwenden.

o Alle weiteren Eigenschaften bzgl. dieser Operationen aus Abschnitt 1.1 gelten entsprechend
fiir Matrizen wie im Folgenden zu sehen ist.

14
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1.4.1. Addition von Matrizen

Die Addition von zwei Matrizen A, B mit gleicher Dimension m und n ergibt wieder eine
(m x n)-Matrix.

Das (i, j)-te Element ist gerade die Summe der (4, j)-ten Elemente der zu addierenden Matrizen.

aiy - Qip by - bin ar + b e ain + bin
m1  *°° Amn bml e bmn Am1 + bml e Amn + bmn
Beispiel:
3 4 1 -1 0 7 2 4 8
6 7 0]l+]16 5 1|=1[(12 12 1
-1 3 8 -1 70 -2 10 8

Beispiel: Vorsicht:
12 3 3 6
) . -
(0 9 _2> + <1 4> ist nicht definiert!

Nullmatrix

Definition

Eine (m x n)-Matrix 0 heit Nullmatrix, wenn alle Eintrage 0 sind.

Daraus folgt:

bzw.

1.4.2. Skalarmultiplikation

Die Multiplikation einer Matrix A mit einer Zahl \ ergibt wieder eine Matrix. Dabei wird
jedes Element a;; mit A multipliziert.

a1x - Aip Aaq; o Ay

A : CLij : = . )\CLz’j
Am1 *°° Omn )\aml e Aamn

15
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1.4.3. Subtraktion von Matrizen
Definition einer negativen Matrix

Die Matrix —A ergibt sich aus der Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar oder aus
der Matrix, die zu A addiert werden muss, um die Nullmatrix zu erhalten.

aixy - Qip —ail te —Ain
—A=— : Qi : - : —Q;;
Am1 *°° Amn —Qm1 T —Qmn
Subtraktion
A-B=A+(-B)
Daraus folgt:
aiy - Qip by1 -+ biy ay; — by ce a1y, — bip
i - bij = aij — bi
Am1 *°° Qmn bml e bmn Am1 — bml e Amn — bmn

1.5. Weitere Operationen mit Matrizen

Ubersicht

o Matrixmultiplikation
o Elementweise Multiplikation bzw. Hadamardprodukt

o Transponierte einer Matrix

Rechenregeln

Multiplikation von Vektoren: Inneres und dufleres Produkt

1.5.1. Matrixmultiplikation

« Voraussetzung fiir die Matrixmultiplikation AB von zwei Matrizen: einer (k x r)-
Matrix A und einer (m x n)-Matrix B:

— Die Zahl der Spalten r von A entspricht der Zahl der Zeilen m von B,
d.h. A muss Dimension (k x m) und B Dimension (m x n) aufweisen.

16
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— Diese Voraussetzung ist notwendig und hinreichend.
« Die Reihenfolge der Multiplikation:
— kann nicht vertauscht werden, wenn k # n,

— kann vertauscht werden, wenn k = n, jedoch im Allgemeinen mit unterschiedlichem
Ergebnis.

o Die Matrixmultiplikation basiert auf dem Skalarprodukt

« Notation: (AB);; bezeichnet das (7, j)-te Element der Matrix AB.

Berechnung des Matrixprodukts

Der (i, j)-te Eintrag des Matrixprodukts AB ist definiert als das Skalarprodukt der i-ten Zeile
von A (einem Zeilenvektor) mit der j-ten Spalte von B (einem Spaltenvektor):

blj
(AB)z‘j = (ail Qg aim) : b.2j

bnj

= ajbij + aiobaj - - - Qi b
m

=D ainby;
h=1

Beispiel:

d c pl= cA+dC cB+dD

a b <A B) aA+0bC aB+bD
f eA+ fC eB+ fD

Beachte: Das Produkt in umgekehrter Reihenfolge ist nicht definiert!

a b
(ég>cd
e f

Dimension eines Matrixprodukts

Das Matrixprodukt AB erbt die Zahl der Zeilen r von A und die Zahl der Spalten n von

B:
A . B = C

(kxm) - (mxn) = (kxmn).

17



1. Lineare Algebra

o Gute Praxis: Vor jeder Matrixmultiplikation die Dimensionen der Matrizen tiberpriifen!
Besonders beim Programmieren!

« Beachte in R: Das Matrixprodukt wird mit A %%’ B angegeben. In anderen Sprachen
dagegen héufig mit A*B.

Kein Kommutativgesetz fiir die Matrixmultiplikation

» Gegeben sei eine (n x m)-Matrix A und eine (m x n)-Matrix B

A : B = C
(nxm) - (mxn) = (nxn).
B . A = D
(mxmn) « (nxm) = (mxm).

e Selbst wenn A und B quadratisch sind, d.h. Zeilen- und Spaltenzahl gleich sind, m = n,
kann AB # BA auftreten.

Kein Kommutativgesetz fiir die Matrixmultiplikation

Beispiel:
2 1\ (1 =1\ (2 0
1 1/\0o 2/ \1 1)
wahrend
1 =1\ (2 1\ (1 0O
0 2 1 1) \2 2/
Einheitsmatrix

Die (n x n)-Matrix

10 -0
o1 ---0
I={. . . .1,
00 ---1

mit a; = 1, Vi and a;; = 0, Vi # j, wird als Einheitsmatrix bezeichnet.

Eigenschaften der Einheitsmatrix I:

o Multiplikative Identitat fiir Matrixmultiplikation:

18



1.5. Weitere Operationen mit Matrizen

— fur jede (m x n)-Matrix A gilt
— fur jede (n x m)-Matrix B gilt
IB = B. (1.4)

o I entspricht der 1 bei den reellen Zahlen.

Elementweise Multiplikation (Hadamardprodukt)

Fir zwei (m x n)-Matrizen A und B liefert die elementweise Multiplikation fir den
(i, 7)-then Eintrag des Hadamardprodukts A ©® B

(A ©B)i; = a;by

Die resultierende Matrix hat wieder Dimension (m x n) wie A und B.

ailz aig o b1 Do _ a11b11  a12012
Q21 Q22 ba1 Do a1b21  az2b99

Beispiel:

Bemerkungen:

o In R wird fir das elementweise Produkt A*B verwendet! In anderen Sprachen notiert dies
das Matrixprodukt!

1.5.2. Rechenregeln fiir Matrizen

o Assoziativitat fiir Addition und Matrixmultiplikation:

(A+B)+C = A+ (B+0C),
(AB)C = A(BC)

« Kommutativgesetz fiir die Addition

A+B=B+A

o Distributivitat fiir die Matrixmultiplikation

AB+C) = AB+ AC,
(A+B)C = AC-+BC

Zur Erinnerung: I.A.: AB # BA: Matrixmultiplikation nicht kommutativ!
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1. Lineare Algebra

Transponierte einer Matrix

Definition: Transponierte einer Matrix A

Notation: AT oder A’.
Die Transponierte einer (k x n)- Matrix A ist eine (n X k)-Matrix, die sich durch das
Transponieren der einzelnen Zeilen ergibt, so dass (7, j)-te Element von A zum (j,7)-ten
Element von AT wird.

Die Berechnung kann auch durch Vertauschen von Zeilen und Spalten erfolgen:
Erste Spalte von A wird erste Zeile von AT,

Zweite Spalte von A wird zweite Zeile von AT,

Beispiel:
T @11 Q21
a1 G12 13 _
= |Q12 a2 |,
a21 Ag2 A3
13 a23

a\T
11

= \G11 G21)-
<a21> ( )
Rechenregeln mit transponierten Matrizen

Addition und Multiplikation mit einer Zahl

Gegeben sind zwei (m x n)-Matrizen A und B, sowie ein Skalar a

(A+B) = AT +B”
(A-B) = AT -BT
o= A

)

T — OéAT

Es ist eine gute Ubung, diese Regeln zu beweisen!

Matrixmultiplikation

Gegeben sind eine (k x m)-Matrix A und eine (m x n)-Matrix B. Es gilt

(AB)" = BTA” (1.5)

o Beachte das Vertauschen der Reihenfolge!
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QR 1.5. Weitere Operationen mit Matrizen

» Notation: ((AB)T) . bezeichnet das (i, j)-te Element von (AB)?. Analog zu bisheriger
ij
Notation.

e R-Befehl: t(A).
Beweis von (1.5):

((AB)T) = = (AB);
= YuAj By Definition der Matrixmultiplikation)

(Definition der Transponierten)
ij
(
= S u(AT); - (BY);, (Definition der Transponierten, zweimal)
(
(

= Su(BT) - (AT); (a-b=10-a) fir Skalare
(BTAT),; Definition der Matrixmultiplikation.)

Deshalb gilt (AB)? = BTAT. QED

Multiplikation von Vektoren

Spezialfall der Transposition einer Matrix

o Ist ein Vektor x € R™ als Spaltenvektor definiert, ergibt die Transposition von x einen
Zeilenvektor mit demselben n-Tupel

T
x

« Hiufig wird auch die Schreibweise x’ anstelle von x? verwendet.

Inneres Produkt

Das Skalarprodukt < x,y >= >, x;y; impliziert folgende Vektormultiplikationen

n
<X,y >= )z
=1

und falls x,y Spaltenvektoren

Y
<X,y >= (xl a:n) : :XTy:yTX
Yn

« Eine weitere Moglichkeit ist das duflere Produkt.
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1. Lineare Algebra

AuBeres Produkt (outer product)

Fiir zwei Spaltenvektoren x,y der Linge n erhilt man fiir xy? eine (n x n)-Matrix (siehe
Abschnitt 1.5.1)

T T1Yy1 - T1Yn

Tn TnY1r - Tpln

Vorsicht:

e In beiden Fallen kénnen nur Vektoren mit der gleichen Lange miteinander multipli-
ziert werden.

o Vektoren unterschiedlicher Lénge kénnen nicht miteinander multipliziert werden.

1.6. Wichtige spezielle Matrizen

Ubersicht
e Quadratische Matrix

o Diagonalmatrix
o Symmetrische Matrix
» Obere/untere Dreiecksmatrix

o Idempotente Matrix

Quadratische Matrix

Eine (n x n)-Matrix ist eine quadratische Matrix. Die Zahl der Spalten und Zeilen ist
gleich.

Diagonalmatrix

Eine quadratische (n x n)-Matrix A ist eine Diagonalmatrix, wenn alle Nichtdiagonalele-
mente a;j, ¢ # j, 4,j = 1,...,n Null sind.
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QR 1.6. Wichtige spezielle Matrizen

Symmetrische Matrix

Eine quadratische (n x n)-Matrix A ist symmetrisch, wenn fir alle ¢, 7 = 1,...,n a;; = aj;,
bzw.

A=AT
gilt.

Obere Dreiecksmatrix

Eine quadratische Matrix A ist eine obere Dreiecksmatrix, wenn fir alle ¢ > j, 7,5 =
1,...,ngilt: a;; = 0.

Untere Dreiecksmatrix

Eine quadratische Matrix A ist eine untere Dreiecksmatrix, wenn fiir alle i < j, 7,7 =
1,...,’[’L gllt Ai; = 0.

Idempotente Matrix
Eine quadratische Matrix A heifit idempotent, wenn gilt

AA =A.
Beispiele:

Diagonalmatrizen

o
[\
o

0oy 100
0 b '

Symmetrische Matrizen

no
W
ot

1 2 3
a b der
b dl °

Obere Dreiecksmatrizen

[en}
[\
jan}

0 e 1 2 9
(0 b) oder

Untere Dreieicsmatrizen

[\»}
W
(@]

1 00
a0 oder
c d
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1. Lineare Algebra

1.7. MaBzahlen von Matrizen

Ubersicht
o Spur

» Rang

e Determinante

1.7.1. Spur einer Matrix

Definition

Die Spur (trace) einer quadratischen Matrix A ist die Summe der Elemente a;; auf der
Diagonale

tr(A) = Z Qi
i=1
Die Spur ist eine Abbildung von R™*"™ nach R.

Beispiel:

1 3
tr(I) = n, tr(a b)—l—i—b

Rechenregeln

Gegeben sind (n x n)-Matrizen A, B und ein Skalar o € R:
o tr(A)=tr (AT>

o tr(aA) =atr(A)

o tr(A +B) =tr(A) + tr(B)

« weitere Regeln in ( , Abschnitt 3.1).

Nachpriifen!
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QR 1.7. Mafizahlen von Matrizen

1.7.2. Rang einer Matrix

Definition

Der Rang (rank) rk(A) ist eine Abbildung von R™*™ — N, die einer (m x n)-Matrix
A die maximale Zahl an Vektoren (entweder Zeilen- oder Spaltenvektoren) zuordnet, die
linear unabhéangig sind.

o Eine (m x n)-Matrix A hat vollen Rang (full rank), wenn der Rang der Matrix
gleich der kleineren Dimension ist, also

m, falls m < n und alle m Zeilen linear unabhéngig sind,

rk(A) = {

n, falls m > n und alle n Spalten linear unabhéngig sind.

o Eine (m x n)-Matrix A hat vollen Spaltenrang, wenn rk(A) = n ist.

o FEine (m x n)-Matrix A hat vollen Zeilenrang, wenn rk(A) = m ist.

Bemerkungen
o FEine Matrix, die nicht vollen Rang hat, weist ein Rangdefizit auf.

o Der Rang ist kleiner als die Spaltenzahl £ von X, falls Spalten von X linear abhangig sind.
Dann

— lasst sich eine Matrix X’ bilden, die aus k&’ linear unabhingigen Spalten von X besteht,
so dass rk(X) = k' < k und

— fiir die Unterrdume, siehe Definition in Abschnitt 1.9, 6(X) = 6(X') gilt,

— weist auch XTX ein Rangdefizit auf, da rk(X) = rk(X7X) = &/, und ist singulér. (Vgl.
MLR.3 in Einfiihrung in die Okonometrie).

e R-Code : rankMatrix() in R-Paket Matrix

Rechenregeln

Gegeben seien (m x n)-Matrizen A, B:

e 0<rk(A) < min(m, n)

o tk(A) = 1k(AT) = tk(ATA) = tk(AAT)
o k(A + B) < 1k(A) + rk(B)

« tk(AC) < min(rk(A), tk(C))

« weitere Regeln in ( , Abschnitt 3.2).
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1. Lineare Algebra

1.7.3. Determinanten

Determinante

Eine Determinante (determinant) ist eine Abbildung R"*" — R, die einer quadra-
tischen Matrix A eine reelle Zahl zuordnet.

Die Determinante hat eine wichtige Funktion bei der Bestimmung der Losungen linearer
Gleichungssysteme aber auch in der Geometrie. ( , Abschnitt 3.1.1)

Die Determinante wird mit |A| oder mit det(A) notiert.

Die Berechnung einer Determinante kann rekursiv erfolgen. ( , Abschnitt
3.1.5) oder ( , Abschnitt 3.3).

Fiir n < 3 gibt es einfache Berechnungsformeln.

t Geometrische Interpretation: Der (n x 1)-Vektor definiert im n-dimensionalen Euklidi-
schen Raum E™ ein n-dimensionales Parallelepiped (= Parallelogramm fir n = 2), fiir das
sich ein Volumen (fir n = 2 eine Fléche) berechnen lésst.

Wird ein (n x 1)-Vektor x von links mit der Matrix A multipliziert, entspricht dies einer
Abbildung von

EF" — E":x — 7z =Ax.

Die Determinante |A| gibt an, um wie viel sich die Volumina, die jeweils durch x und z
bestimmt werden, unterscheiden (Ein Beispiel fiir n = 2 findet sich in

, Section 12.2, pp. 511-512).

Berechnung der Determinante fiir n = 2,3

e (2 x 2)-Matrix

A:(“ b), det A =|A| = ad — be.
c d

e (3 x 3)-Matrix (Sarrus’ Regel)

S

A_:

SH

b
e
h

<
S-S 0

det A = |A|=aei+bfg+ cdh — gec — hfa —idb
a b c\ a b
d e f| d e
g h i) g h
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1.8. Matrixinversion

1.8. Matrixinversion

Ubersicht

e Definition einer inversen Matrix
« Berechnung fiir (2 x 2)-Matrix
o Existenz

» Rechenregeln

Die Inverse einer Matrix

e ist nur fiir quadratische Matrizen definiert.

o ergibt sich bei der Losung eines linearen Gleichungssystems.
 spielt eine zentrale Rolle in der Matrixalgebra.

Inverse einer Matrix

Eine quadratische Matrix A heifit invertierbar, wenn eine quadratische Matrix B existiert,

so dass gilt:
AB=BA =1

Die Matrix B wird als Inverse A~! bezeichnet.
o Die Inverse ist eine Abbildung R™*" — R™*".
« Eine nichtinvertierbare Matrix A wird als singular bezeichnet.

o Eine invertierbare Matrix A wird als reguléir oder als nicht singular bezeichnet.

Berechnung der Inversen fiir n = 2,3

e (2 x 2)-Matrix

e (3 x 3)-Matrix

a b c 1 et — fh ch—bi bf —ce
A7l = |d e f :m fg—di ai—cg cd—af
g h i dh —eg bg—ah ae—bd
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1. Lineare Algebra

o Fir n > 3 sind komplizierte Verfahren notwendig, die man am Bestem dem Computer
iiberlasst.
Existenz der Inversen

« Existenz der Inversen: Die Inverse A~! existiert dann und nur dann, wenn die Determi-
nante von A von Null verschieden ist, |A| # 0. Dies gilt fir alle n!

o Wichtig: Ist bei Berechnungen die Determinante nahe Null, kann es zu grolen numerischen
Ungenauigkeiten kommen. Deshalb wird beim Programmieren die Verwendung der Inversen
vermieden, wenn das moglich ist.

o Existiert die Inverse, ist ein lineares Gleichungssystem
Ax=Db

eindeutig 16sbar:
x=A"b

o Fiir nichtquadratische und nichtinvertierbare Matrizen gibt es verallgemeinerte Inverse.

Rechenregeln fiir Inverse

A sei regulér.

« (A=A

o (AT) = AT

o B sei regular. Dann ist AB regulir und (AB)f1 =B !AL

o Ist A eine Diagonalmatrix, dann gilt: A=! = (1/ay;).

Rechenregeln fiir Determinanten

Gegeben sind (n x n)-Matrizen A, B und ein Skalar A € R:

A|=0 <= 1k(A)<n <= A ist singulér

A| #0 <= 1k(A)=n <= A ist regulér

« [AA]=A"[A]
- |AB| = |A[[B]
« [AT]=]A]
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1.9. Fuklidische Unterraume

e |A| =TI, ai, wenn A Diagonal- oder Dreiecksmatrix ist.

« weitere Regeln z. B. in ( , Abschnitt 3.3).

1.9. Euklidische Unterraume

Ubersicht

Basisvektoren im E™

Euklidische Unterraume

Spaltenraum einer Matrix

Orthogonales Komplement

Basisvektoren im £

Definition

n verschiedene (n x 1)-Vektoren sind Basisvektoren, wenn kein Basisvektor sich als Line-
arkombination der anderen (n — 1) Basisvektoren darstellen lasst. D. h., die Basisvektoren
sind linear unabhangig.

Bemerkungen

e Jedes Element im Euklidischen Raum E™ kann als Linearkombination von n Basis-
vektoren dargestellt werden.

o Man sagt dann: Die n Basisvektoren spannen E" auf, d. h. bilden einen Euklidi-
schen Raum E™. Bezeichnet man die n Basisvektoren mit x;, dann ist die Menge aller
Vektoren in E™ gegeben durch

{ZEE" z:Zbixi, biER,izl,...,n}.

=1

Euklidische Unterrdaume
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1. Lineare Algebra

Definition

Reduziert man die Zahl der Basisvektoren auf & < n, kann nur noch eine Teilmenge der
Vektoren in E™ dargestellt werden. Eine solche Teilmenge bildet einen Euklidischen
Unterraum.

Notation und Sprechweisen

o Den Unterraum, der von k Basisvektoren {x,Xs, ..., x} aufgespannt wird, bezeich-
nen wir mit 6(xy,Xo, ..., Xy), bzw. §(X), falls alle Basisvektoren in der Matrix X =
(x1,Xa,...,Xy) zusammengefasst werden.

Spaltenraum einer Matrix

e Die Menge der im Unterraum enthaltenen Vektoren z, d. h. alle Linearkombinationen
der Spalten der (n x k)-Matrix X, lasst sich beschreiben als

k
0(X) = 6(x1,Xg,...,Xg) := {z e Bz = Zbin‘, b; € ]R{} i (1.6)

i=1

« Man sagt, dass der Unterraum §(X) dem Spaltenraum der Matrix X entspricht.

Orthogonales Komplement

« Das orthogonale Komplement zu dem Unterraum 6(X) ist ein weiterer Unterraum
in £, fiir den gilt:

6H(X) = 0 (x1, X0, .. ., Xg) (1.7)

= {WEE”’< w,z >=w'z = 0 fiir allezEé(X)}.

Frage: Sei dim §(X) = k die Dimension von §(X). Wie grof ist dann dim §+(X)?
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1.10. Matrizen und lineare Abbildungen

1.10. Matrizen und lineare Abbildungen

Ubersicht

e Abbildung zwischen zwei Vektorraumen
o Lineare Abbildung zwischen zwei Vektorraumen

o Kern und Bild einer linearen Abbildung

Gegeben seien zwei Euklidische Vektorraume, die unterschiedliche Dimensionen n und m
aufweisen konnen. Es sei x € R” und y € R™. Die Abbildung

n aiy - Qip T

Ym Am1 *°° OQmn Tp
kurz

F(x) =y =Ax

weist jedem Punkt x im n-dimensionalen Euklidischen Raum R™ einen Punkt y im m-
dimensionalen Euklidischen Raum R™ zu.

Lineare Abbildung

Eine Abbildung
F:R"—>R" F(x)=y=Ax

heifit linear, wenn folgende Eigenschaften gelten:
1. F(x+1z) =F(x)+ F(2)
2. F(\x) = \F(x)

fir alle x,z € R", A € R.

Kern und Bild einer linearen Abbildung

Es sei ¥V € R” und W € R™. Fiir die Abbildung F : V — W bezeichnet
o ImF :=F(V) das Bild (image) dieser Abbildung,
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1. Lineare Algebra

o KerF :=F !(0) den Kern (kernel) dieser Abbildung.

Der Kern kann bei Existenz der Inversen durch F~(y) = A~y mit y = 0 bestimmt
werden.

Der Kern bestimmt die Menge aller x € V, deren Bild gerade der Ursprung in W ist.

1.11. Matrixdarstellung linearer Gleichungssysteme

Ubersicht

o Definition geeigneter Matrizen
e Gleichungssystem in Matrixform

o Eindeutige Losung

Betrachte ein typisches System linearer Gleichungen:

anxit+ - Fapr, = b
a1+ -+ Fagr, = by
a1+ 0 Fapnxn, = by

Das lineare Gleichungssystem kann kompakter mit Matrizen dargestellt werden.

Definition geeigneter Matrizen: (kxn)-Koeffizientenmatrix A, (nx1)-Variablenvektor
x und (k x 1)-Parametervektor b

Gleichungssystem in Matrixform
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1.12. (Semi-)definite Matrizen

Das Gleichungssystem lautet nun:

aix - Aip T by
aij : . : -
g1+ Qkn Tn by,
In kompakter Form
Ax =b.

Das Matrixprodukt Ax liefert einen (k x 1)-Vektor, der dem (k x 1)-Parametervektor b
entspricht, wenn x eine Losung des Gleichungssystems darstellt.

Eindeutige Losung

Ist A regulér, d. h. invertierbar, dann existiert eine eindeutige Losung

x = A 'b.

1.12. (Semi-)definite Matrizen

Ubersicht

Quadratische Form

Positiv definite und positiv semidefinite Matrizen

Negativ definite und negativ semidefinite Matrizen

Indefinite Matrizen

Quadratische Form

xTAx = Zle Z?Zl x;xjA;; ist eine quadratische Form. Das Ergebnis ist ein Skalar.

Positiv definite und semidefinite Matrizen

» Eine (k x k)-Matrix A heifit positiv definit, wenn fiir beliebige (k x 1)-Vektoren x
mit positiver Norm gilt:
xTAx > 0.

o Eine (k x k)-Matrix A heifit positiv semidefinit, wenn fiir beliebige (k x 1)-Vektoren
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1. Lineare Algebra

X mit positiver Norm gilt:
xT'Ax > 0.

Negativ definite und semidefinite Matrizen

o FEine (k x k)-Matrix A heifit negativ definit, wenn fir beliebige (k x 1)-Vektoren x
mit positiver Norm gilt:
xTAx < 0.

« Eine (k x k)-Matrix A heiit negativ semidefinit, wenn fiir beliebige (k x 1)-Vektoren
X mit positiver Norm gilt:
xTAx < 0.

Indefinite Matrizen

Matrizen, die weder positiv, noch negativ (semi-)definit sind, heien indefinit.
o Ist A = B"B, dann ist A immer positiv semidefinit, da
x'B'Bx = (Bx)”"(Bx) = ||Bx||* > 0. (1.8)
Wenn B vollen Rang hat, ist A positiv definit. Warum?

« Die Diagonalelemente einer positiv definiten Matrix sind positiv. Aulerdem existiert fiir
jede positiv definite Matrix A eine Matrix B, so dass gilt A = B”B. Dabei ist B nicht
eindeutig.

« Eine Matrix A heifit negativ (semi-)definit, wenn —A positiv (semi-)definit ist.

=)

ist positiv definit. Denn fiir jeden Vektor z = CO) mit ||z]| > 0 gilt
1

1 0\ [z
(ZO Zl) (O 1) <2[1)> = 2(2] +Z% > 0.

Beispiel: Die Matrix M =

Beispiel:

1 0) ist indefinit, da sie weder positiv, noch negativ

semidefinit ist. Denn fir z = Cl) erhalt man
2

(2 =) (g) g) (2):(22 4) ():2

Je nach Wahl von z; und 25 ist das Ergebnis positiv, null oder negativ.
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1.13. Rechenregeln zum Ableiten von vektorwertigen Funktionen

1.13. Rechenregeln zum Ableiten von vektorwertigen Funktionen

Ubersicht
o Erste partielle Ableitungen von Skalarprodukten

» FErste partielle Ableitungen von Linearkombinationen
« Erste partielle Ableitungen fiir quadratische Formen

o 1t Jacobi-Matrix

Erste partielle Ableitungen von Skalarprodukten

Gegeben sind die (n x 1)-Spaltenvektoren v und w. Fir die erste partielle Ableitung des
Skalarprodukts z =< v,w >=viw = wlv = ?_, v;w; nach w; gilt dann 0z/0w; = v;.
Sammelt man alle ersten partiellen Ableitungen nach w in einem Spaltenvektor

Oz
owq

8 0z
z Owa

ow | |’
0z

Own,

ergibt sich
0z

ow

= V.

Erste partielle Ableitungen von Linearkombinantion

Fiur z = Aw mit

apy Q2 -t Qi wy

| @21 a2z Qon Wa
yA—

Am1 Am2 **° Amp Wy,

erhalt man die ersten partiellen Ableitungen

0z

=A
owT
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1. Lineare Algebra

Erste partielle Ableitungen fiir quadratische Formen

Fiir die quadratische Form v = w! Aw

ain Qi Qin w1
1 A22 Qop W2
vV = (w1 wao wn)
Qp1 QAp2 - App Wh,
erhélt man die ersten partiellen Ableitungen
ov T
t Jacobi-Matrix (Jacobian matrix)
Gegeben sei fiir x € R eine vektorwertige Funktion
91(x)
ffR" —R":x—gx)=]| ...
gm(x)
Die (m x n)-Matrix
3%1(’() 3%1 x) .. 3;%1()()
a x1 Zx2 Tn
J(x) = ag();) =l i (1.9)
ox1 Oxo 0xn

der partiellen Ableitungen erster Ordnung wird als Jacobi-Matrix bezeichnet. Ist die
Jacobi-Matrix quadratisch, existiert die Determinante der Jacobi-Matrix (héaufig als Jacobi-
Determinante bezeichnet):

3001 = |50

(1.10)
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1.14. Partitionierte Matrizen

1.14. Partitionierte Matrizen

Ubersicht
o Addition, Subtraktion und Matrixmultiplikation

» Inversion einer partitionierten Matrix

Partitionierte Matrix

Ay Ap
A = ,
<A21 Ay
wobei die Teilmatrizen A;; Dimension (m; X n;) haben und my +mgo =m, ny +ns =n
gilt.

Rechenregeln

Auf korrekte Dimensionen der Matrizen und Teilmatrizen achten!

« AT — (A; A%)
Al A

e Addition: ersetze in Standardaddition Elemente durch Teilmatrizen.

o Matrixmultiplikation: ersetze in Elemente durch entsprechende Teilmatrizen

AB — A B +A1By A B+ AsBy
AyBi1 + ApBo AyBis + AypBy )’

Inversion einer partitionierten Matrix

Die Inverse einer partitionierten Matrix lasst sich folgendermaflen berechnen

A B\ (A l'4+A'BWCA! —A-'BW
cC D) ~WCA~! W

mit W = (D — CA~'B)~1,
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Ubersicht
o Wichtige Grundbegriffe

o Wozu brauchen wir Wahrscheinlichkeitstheorie

o Zufallsvariablen

 Verteilung- und Dichtefunktionen (uni- und multivariat)
» Bedingte Wahrscheinlichkeiten

o Erwartungswerte und Momente

o Bedingte Erwartungswerte und Momente

o Wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Literaturhinweise

. ( , Section 1.2): knapper Uberblick iiber die Grundlagen
der Wahrscheinlichkeitstheorie.

. ( ): sehr ausfiihrliche, formale Einfithrung in die Wahrscheinlich-
keitstheorie.

. ( ): einfache Einfithrung in die Statistik.

. ( ): gut geschriebene, kurz gehaltene, technisch prazise Einfithrung in die
Statistik. (Aus dem Uninetz als Volltext verfiigbar hier.)


https://doi.org/10.1007/978-3-642-37201-8

QR 2.1. Wichtige Grundbegrifte

2.1. Wichtige Grundbegriffe

Ubersicht

o Grundgesamtheit bzw. Population

» Stichprobe

Wichtige Grundbegriffe

Definition: Grundgesamtheit bzw. Population (population)

“Menge aller statistischen Einheiten, iiber die man Aussagen gewinnen will”.

Die Grundgesamtheit ( , Abschnitt 1.3.1, S. 14)
o hangt von der interessierenden Fragestellung ab,

« kann endlich (Anteile einer Produktion mit Qualitdtsméngel), unendlich (Menge aller
moglichen Verspéatungen bei der Bahn) oder hypothetisch (Menge alle potentiellen Kéufer)
sein.

Die Grundgesamtheit

« kann prinzipiell beobachtbar (alle Studierende der UR, Menge an biologisch produziertem
Getreide in einer Region innerhalb eines Jahres) oder

« unbeobachtbar sein (z. B. Auswirkung einer Mafinahme fiir ein einzelnes Individuum)

Definition: Stichprobe

Eine Stichprobe ist typischerweise eine Teilmenge der Grundgesamtheit, die beobachtet
werden kann oder bereits wurde und zur Analyse der Grundgesamtheit dienen kann.

Beispiele:
o Teilnehmer einer Vorlesung
e 1 kg Getreide pro 100 zuféllig ausgewéahlten Feldern innerhalb einer Region

e Teilnehmer am sozio-Okonomischen Panel
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

2.2. Wozu brauchen wir Wahrscheinlichkeitstheorie?

Ubersicht
o Illustrierende Aufgabe

o Induktive, deskriptive, explorative Statistik

e Induktive Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie

Wozu brauchen wir Wahrscheinlichkeitstheorie?

Aufgabe zur Geschlechterverteilung

Wie ist die Geschlechterverteilung der Studierenden zu Beginn des VWL/IVWL-Master-
studiums an der Universitidt Regensburg?

« Grundgesamtheit: Alle Studierenden, die dieses Semester einen VWL /IVWL-Master
beginnen.

o Stichprobe: Alle Studierenden, die dieses Semester den VWL oder IVWL-Master
beginnen und in diesem Horsaal sitzen.

Induktive versus deskriptive versus explorative Statistik

Aussagen iiber
« Stichprobe/Daten:

— Beschreibung der wichtigsten Kennzahlen der Daten: deskriptive Statistik

— Suche nachdem, was die Daten iiber formale Modelle oder Hypothesentests noch
preisgeben konnten: explorative Statistik

o Grundgesamtheit: induktive Statistik

Welche Aussagen sind iiber Grundgesamtheit moglich?

Inwieweit lassen sich auf Basis der Information in dieser Stichprobe Aussagen iiber die
Geschlechteranteile in der Grundgesamtheit machen?
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2.2. Wozu brauchen wir Wahrscheinlichkeitstheorie?

Mogliche Antworten ohne Wahrscheinlichkeitstheorie

Auf Basis der Stichprobe sind Intervallaussagen iiber den Anteil von Studentinnen moglich.
Diese werden jedoch umso ungenauer, je grofler die Grundgesamtheit im Vergleich zur
Stichprobe ist.

Mogliche Antworten mit Wahrscheinlichkeitstheorie

o Punktprognosen
« Intervallprognosen mit kiirzeren Intervallen und Uberdeckungswahrscheinlichkeiten

o erfordern immer zusétzliche Annahmen. Detailliertere Aussagen als Aussagen tiber
den moglichen Bereich des Geschlechtsanteils in der Grundgesamtheit erfordern
zusitzliche Annahmen!

Beispiele:
— Das Geschlechterverhéltnis in der Grundgesamtheit entspricht dem in der Stichprobe.

— Es liegt eine Zufallsstichprobe vor.

Fortsetzung der Aufgabe zur Geschlechterverteilung

Antworten ohne Wahrscheinlichkeitstheorie

Folgende Tabelle ermdglicht Intervallaussagen ohne Wahrscheinlichkeitstheorie, nachdem
die aktuellen Stichprobendaten ergénzt worden sind.
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Teilgesamtheit Gesamtzahl |  Anzahl Anteil weiblich
weiblich moglicher Punkt- korrekt
Bereich prognose
auf Basis
der

Stichprobe

Stichprobe:

anwesende Kurs-

teilnehmerInnen

Methoden der

Okonometrie,

die dieses

Semester ein

VWL/IVWL-

Master

beginnen

anwesende + 1
fehlende Kurs-
teilnehmerInnen
Met. d.
Okonometrie,
die dieses
Semester ein
VWL/IVWL-
Master
beginnen

alle Studierende,
die dieses
Semester ein
VWL/ITVWL-
Master an der

WiWi beginnen

Antworten mit Wahrscheinlichkeitstheorie

erfordern noch etwas Geduld und das Studium der W’ Theorie!
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2.3. Wahrscheinlichkeitsraum

2.3. Wahrscheinlichkeitsraum

Ubersicht

« Ergebnismenge

o Ereignis

o Elementarereignis

« Sigma-Algebra

o Wahrscheinlichkeitsfunktion
o Wahrscheinlichkeitsraum

o Rechenregel fiir Wahrscheinlichkeiten

Ergebnismenge (sample space, outcome space)

Definition Ergebnismenge

Die Ergebnismenge 2 enthélt alle moglichen Ergebnisse (outcomes) eines Zufallsexperi-
ments.

Die Menge kann abzéhlbar viele oder iiberabzahlbar viele Ergebnisse enthalten.
Beispiele:
o Geschlecht eines Studierenden: €2 = {weiblich, méannlich}
o Urne mit 4 farblich unterschiedlichen Kugeln: © = {gelb, rot, blau, griin}
« zukiinftiges Monatseinkommen eines Haushalts: €2 = [0, 00)

Anmerkungen

o Sind die Ergebnisse endlich viele, dann bezeichnet man die einzelnen Ergebnisse haufig
mit w;. Fir S Ergebnisse, ist 2 dann

Q= {wy,wy,...,ws}.
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie ﬁR

 Liegen unendlich (genauer: tiberabzéahlbar) viele Ergebnisse vor, dann bezeichnet man
ein einzelnes davon héufig mit w.

Ereignis

Definitionen

o Tritt ein bestimmtes Ergebnis ein, wird dies als Ereignis (event) bezeichnet.

o Enthélt das Ereignis genau ein Element der Ergebnismenge, wird es als Elementarer-
eignis bezeichnet.

o FEin Ereignis ist eine Teilmenge der Ergebnismenge (), also jede Menge von mogli-
chen Elementarereignissen = jede Teilmenge der Menge €2 einschlieflich €2 selbst.

o Die Ergebnismenge (2 ist ein sicheres Ereignis.

« Das komplementire Ereignis A¢ zu Ereignis A enthélt alle Ereignisse, die in der
Ergebnismenge €2, aber nicht in A sind.

Beispiele:

o Urne: Mogliche Ereignisse sind z. B. {gelb, rot} oder {rot, blau, griin}. Komple-
mentarereignis zu Ereignis A = {gelb, rot} ist A° = {blau, griin}.

o Haushaltseinkommen: Mogliche Ereignisse sind alle moglichen Teilintervalle
und Verkniipfungen davon, z. B. (0,5000], [1000, 1001), (400, c0), 4000, etc.

Anmerkungen

Verwendet man die allgemeine Schreibweise mit den w’s, dann ergibt sich
o im Fall von S Elementarereignissen: {wy,ws}, {ws}, {ws,...,ws}, ete.

 im Fall von unendlich (genauer: iiberabzahlbar) vielen Elementarereignissen innerhalb
eines Intervalls 2 = (—o00,00): (a1, b1], [az,b2), (0,00), etc., wobei immer die untere
Grenze kleiner oder gleich der oberen Grenze ist, also (a; < b;).

Sigma-Algebra

Vorbemerkungen: Betrachten wir unser Beispiel mit den 4 Kugeln in verschiedenen Farben.
Um das Beispiel noch allgemeiner zu machen, bezeichnen wir w; = gelb, wy = rot, wy = blau,
wy = griun: Q = {wy,ws, w3, ws}. Nehmen wir nun an, dass wir insbesondere daran interessiert
sind, ob bei einem Zug folgende Ereignisse eintreten:

C = {{w}, {wi,ws,wa}},
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QR 2.3. Wahrscheinlichkeitsraum

die in der Menge von Teilmengen C zusammengefasst werden. Wenn wir nun diese Kollektion
von Teilmengen C genauer betrachten, fallt auf, dass zwar das Elementarereignis {w; } eintreten
kann, aber was machen wir, wenn es nicht eintritt. Dann muss ja zwangsldufig das Ereignis
{ws, w3, w,} eintreten, das aber nicht in der Sammlung C enthalten ist. Das bedeutet, dass
wir diesem Ereignis dann auch keine Wahrscheinlichkeit zuordnen kénnen. Da dies keinen
Sinn macht, miissen wir die Menge C mindestens um das Ereignis {ws,ws,ws} erweitern.
Daraus folgt, dass eine Kollektion von Teilmengen, fiir die wir jeweils Wahrscheinlichkeiten
definieren méchten, bestimmte Eigenschaften aufweisen muss. So muss zumindest immer das
Komplement eines Ereignisses in der Kollektion von Teilmengen enthalten sein. Man kann sich
auch tiberlegen, dass beliebige Vereinigungsmengen von Teilmengen ebenfalls in der Kollektion
enthalten sein miissen. Erfiillt eine Kollektion von Teilmengen diese Anforderungen, dann
wird sie als Sigma-Algebra bezeichnet.

Anmerkung: Eine o-Algebra ist eine Menge von Ereignissen (Teilmengen), die beziiglich
aller enthaltenen Ereignisse die Zuweisung von Wahrscheinlichkeiten zulasst. Fiir Interessierte
die Definition:

f Definition einer Sigma-Algebra

Eine Menge von Teilmengen von €2 wird als Sigma-Algebra bzw. als o-Algebra (o-
algebra, o-field) bezeichnet, wenn fiir diese Menge von Teilmengen folgende Eigenschaften
gelten. Dabei wird eine o-Algebra hiaufig mit F bezeichnet:

1.0eF
2. Wenn A € F, dann A € F
3. Wenn Ay, Ay,...€ F,dann U2, A; € F

Anmerkung: Im Fall endlich vieler Elementarereignisse ist die o-Algebra mit der Potenzmenge
identisch. Im Fall unendlich vieler Elementarereignisse, beispielsweise im Fall der moglichen
Intervalle reeller Zahlen ist die o-Algebra kleiner als die Potenzmenge. Genau fiir diesen Fall
hat man dieses Konzept entwickelt, da die Potenzmenge "zu grof3” sein wiirde.

Sigma-Algebra und Wahrscheinlichkeitsfunktion

Wahrscheinlichkeitsfunktion

Es sei eine Menge () und eine o-Algebra F gegeben. Dann ist eine Wahrscheinlichkeits-
funktion P eine Funktion mit Definitionsmenge F, die folgende Bedingungen erfiillt:

1. P(A) >0 fur alle A e F
2. P(Q) =1, P(0) = 0.
3. Wenn Aj, Ay, ... paarweise disjunkt sind, dann P (U2, 4;) = X2, P(4))
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie GR

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion weist jedem moglichen Ereignis in der o-Algebra eine Wahr-
scheinlichkeit zu.

Mehr zur o-Algebra findet sich in z. B. ( , Abschnitt 2.1.3) oder Eine ctwas
komprimierte Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie.

Man sieht, dass die Definition einer Wahrscheinlichkeitsfunktion nur beziiglich eines Ergebnis-
raumes ) und einer dazu passenden o-Algebra moglich ist. Streng genommen miisste man also
zu einer Wahrscheinlichkeitsfunktion P immer dazu sagen, zu welchem €2 und F sie gehort.
Dann erhélt man einen

Wahrscheinlichkeitsraum

Das Tripel (2, F,P) wird Wahrscheinlichkeitsraum genannt.

Wenn keine Unklarheiten entstehen, wird haufig auf die Angabe des Wahrscheinlichkeitsraumes
verzichtet. Das machen wir hier auch so.

Rechenregel fiir Wahrscheinlichkeiten
Es seien A, B € F. Dann gilt

P(A|JB) = P(A) + P(B) — P(A(\B) (2.1)

2.4. Zufallsvariablen

Ubersicht

e Definition und Beispiele einer Zufallsvariablen
» Realisation einer Zufallsvariablen

o Schreibweisen

o Diskrete und stetige Zufallsvariablen

o Wahrscheinlichkeitsraum von Zufallsvariablen

Zufallsvariablen

Definition

Eine reelle Zufallsvariable X ist eine Funktion von einer Ergebnismenge 2 nach R,

46


http://www.uni-regensburg.de/wirtschaftswissenschaften/vwl-tschernig/medien/methoden-der-oekonometrie/einfuehrung_wahrscheinlichkeitstheorie.pdf
http://www.uni-regensburg.de/wirtschaftswissenschaften/vwl-tschernig/medien/methoden-der-oekonometrie/einfuehrung_wahrscheinlichkeitstheorie.pdf

QR 2.4. Zufallsvariablen

die jedem Elementarereignis w € €2 eine Zahl X (w) zuordnet. Fir X(w) € R
X:Q-R:w— X(w).

Jedes Ereignis A € F kann auf eine Menge { X (w) € Rlw € A € F} abgebildet werden.

Beispiele:

 Studierende: X (w = weiblich) = 0, X (w = ménnlich) = 1.

o Urnenbeispiel: X (w1) =0, X(wq) =3, X(w3) = 17, X (wyg) = 20.
 Haushaltseinkomen: X (-) > 0

Realisation einer Zufallsvariable

Auspréigung x einer Zufallsvariable X (w), die in einer Stichprobe beobachtet wurde, so
dass r = X (w).

Wichtig: Eine Zufallsvariable als solches kann nicht beobachtet werden, da sie eine Funktion
aller moglichen Ergebnisse ist.

Schreibweisen von Zufallsvariablen

o In diesem Abschnitt schreiben wir im Folgenden X anstelle von X (w). Realisationen
oder mogliche Auspragungen werden mit x bezeichnet.

o In der 6konometrischen Literatur wird mangels geniigend Symbolen im Allgemeinen
nicht zwischen einer Zufallsvariable X und einer moglichen Realisation = unterschieden,
sondern beides mit dem gleichen Symbol bezeichnet (Beispiele: abhéngige Variable y;,
Fehlerterm w,; im linearen Regressionsmodell)

Arten von Zufallsvariablen

« Diskrete Zufallsvariablen: Sie konnen endlich viele (z. B. binédre Zufallsvariablen)
oder unendlich, aber abzahlbar viele Werte (z. B. Z&hldaten 2 = N) annehmen

iP(X(w) = 1) :iP(X:%) =1

1=1 =1

o Stetige Zufallsvariablen:
— Beispiele: X € R, X € [0, 00).
— Beachte: P(X = x) = 0. Wieso?

— Stattdessen betrachtet man Wahrscheinlichkeiten fiir Intervalle, z. B. P(X < z),
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

P(a < X <), P(0 < X) = kumulative Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Wahrscheinlichkeitsraum von Zufallsvariablen
Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir die Zufallsvariable X (w) auf  kann nur bestimmt
werden, wenn

1. eine neue Menge an Elementarereignissen €2, die der Bildmenge der Zufallsvariablen fir
die Elementarereignisse entspricht, vorliegt und

2. eine neue o-Algebra F’, die sich aus F gewinnen lasst.

1 Details

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir die Zufallsvariable hat als Argument A € F’
im Fall

o diskreter Zufallsvariablen Zahlen,

o)
»
[

=
I

=

Jad

&
I

) = P{w € QX (w) = x}).

o stetiger Zufallsvariablen Intervalle von (reellen) Zahlen mit

P(Xe€A)=PX(w)eA) =P{weX(w) € A})

Urnenbeispiel:

o OV ={X(w),X(w2), X(w3),X(ws)} ={0,3,17,20}

« Mogliche o-Algebra: F' = {{0}, {3}, {17}, {20}, {0,3},{17,20}, '}

e« P(X=0)=1/4, P(X=3)=1/8, P(X =17)=1/8, P(X =20) = 1/2.

Dann ergibt sich ein neuer Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir X € R schreibt man (R, B, Px).
Die o-Algebra B ist eine geeignete Menge aller reellen Intervalle, die als Borel-Algebra
bezeichnet wird.

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir jedoch weiter haufig {2, F, P}.
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2.5. Verteilungs- und Dichtefunktionen

Ubersicht

o Univariate Wahrscheinlichkeitsverteilung (cumulative distribution function (CDF))

o Multivariate Verteilungs- und Dichtefunktionen

2.5.1. Univariate Verteilungs- und Dichtefunktionen

Ubersicht

o Univariate Wahrscheinlichkeitsverteilung (cumulative distribution function (CDF))
» FKigenschaften von Verteilungsfunktionen

o Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

o Interpretation Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

o Standardnormalverteilung und Normalverteilung

o CDF einer binaren Zufallsvariablen

o Trager

e Quantile und Quantilsfunktionen

Univariate Wahscheinlichkeitsverteilung

Wahrscheinlichkeitsverteilung (probability distribution, cumulative distributi-
on function (CDF))

Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion fir eine skalare Zufallsvariable X ist definiert durch

F:R—1[0,1): F(z)=P(X <ux)

=P(X(w) € (—o0,z]). (2:2)

Eigenschaften von Verteilungsfunktionen

o lim,, o F(x)=0
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o lim, , F(z) =1
o F(z) ist (schwach) monoton steigend
e Pla< X <b)=F()— Fl(a)

e F(z)=P(X <z)=P(X <z), wenn X stetig.

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Motivation von Wahrscheinlichkeitsdichten

Fiir eine stetige Zufallsvariable Y gilt, dass die Wahrscheinlichkeit 'Y nimmt den Wert y
an’ gerade Null ist, d.h. P(Y = y) = 0. Intuition: Flache unter einem Integral an einem
Punkt ist Null.

Stattdessen muss man fiir Y ein Intervall betrachten, z.B. [a, b] oder haufig (—oo, y|. Fiir
das letztere erhédlt man die Wahrscheinlichkeitsverteilung

v stetig p

F(y)=P(Y <y) Y <y),

die monoton in y wachst. Man kann also auch die Veranderung der Wahrscheinlichkeit
betrachten, wenn die Intervalllinge um einen marginalen Betrag ¢ > 0 zunimmt. Dies
ergibt die absolute Veranderung in der Wahrscheinlichkeit

P(Y <y+0)—P(Y <y)
und die relative Veranderung

PY <y+4)— P <y)
5

Indem man nun die marginale Veranderung ¢ der Intervalllinge gegen 0 gehen lésst, erhéalt
man die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

. PY <y+96) - PY <y)
f(y) = lim 5 :

die an einigen y positiv sein muss, denn ansonsten wiirde sich bei einer Anderung der
Intervalllinge keine Verdanderung der Wahrscheinlichkeit ergeben. Die Wahrscheinlich-
keitsdichte gibt also die Rate an, mit der sich die Wahrscheinlichkeit andert, wenn das
Intervall marginal verandert wird.

Da
Ply<Y <y+0)=PY <y+0)—-PY <y),
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QR 2.5. Verteilungs- und Dichtefunktionen

erhélt man, salopp gesprochen,
Ply <Y <y+d)~ f(y)d.

Man kann deshalb die Wahrscheinlichkeit, dass eine Realisation von Y in einem be-
stimmten Intervall (y,y + 0] beobachtet wird, mit dem Produkt aus der Dichte und der
Intervalllinge approximieren. Diese Approximation ist umso besser, je kleiner ¢ ist. Die
Dichte ist approximativ proportional zur Wahrscheinlichkeit, dass Y in einem
sehr kleinen Intervall um y herum beobachtet wird.

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (probability density function) (PDF)

Fiir eine stetige Zufallsvariable mit differenzierbarer Wahrscheinlichkeitsverteilung F'(x)
wird die Ableitung erster Ordnung Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion genannt

) = ) (23

/ " f(2)dz = Fla). (2.4)

Wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Standardnormalverteilung

r~ N(0,1) firz e R

o(z) = L exp (—1:102), O(z) = /x o(2)dz. (2.5)

(%) @(x)

0.4 1
0.3

0.2 0.5

0.1

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 2.1.: PDF und CDF der Standardnormalverteilung (R-Programm siehe Abschnitt A.1, Seite 328)
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie ﬁR

Normalverteilung
x ~ N(u,0?) mit Dichte

1 L@—p)?\ 1 /oz—p
f(m)_\/27r02exp<_2 o? >_U¢( o > (2:6)

Beachte: (2.6) kann mit Hilfe des eindimensionalen Transformationssatzes (2.39) abgeleitet
werden.

CDF einer biniaren Zufallsvariable

0 firz<O
Flx)=<p fir0<z<1 (2.7)
1 firz>1.

Weitere Bemerkungen

« CDFs konnen Springe (=Diskontinuitaten) aufweisen, es konnen auch CDFs fiir Zufallsva-
riablen, die teils stetig, teils diskret sind, definiert werden (z. B. bei zensierten Variablen).

« Trager (support): Gegeben sei eine Zufallsvariable X. Der Bereich, auf dem eine Dich-
tefunktion fx(z) positiv ist, wird als Trager (support) X C R einer Dichtefunktion
bezeichnet:

X ={z: fx(z) > 0}.

o Siehe Abschnitt 2.9 zu Details wichtiger Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Eine tabellarische Ubersicht iiber viele Wahrscheinlichkeitsverteilungen und findet sich auf
der Kurshomepage.

Quantile

Quantil

Das a-Quantil g, einer Verteilung fiir eine Zufallsvariable X ist definiert durch
F(qa) = P(X < q,) = . (2.8)

Die Quantilsfunktion lautet:
0o = F (). (2.9)
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R-Befehle

Berechnen eines Quantils der Standardnormalverteilung: mit gnorm().

Beispiel: Das P(X < gpg5) = 0.85-Quantil der Standardnormalverteilung ist
Qo.s5 = 1.036433. Man erhélt es mit dem R-Befehl gnorm(0.85)= 1.036433. Es ist
in den Graphiken senkrecht und in Rot eingezeichnet. Die blau schraffierte Flache
unter der Dichte ist gerade a = 0.85.

Standardnormalverteilung

02 03 04

Dichte

0.0 01

Standardnormalverteilung

0.8

Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.4

Abbildung 2.2.: 0.85-Quantil der Standardnormalverteilung (R-Programm siehe Abschnitt A.1, Seite 330)
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Wichtige Quantile
e« Median: ¢ 5

e Quartile: ¢, mit a = 0.25,0.5,0.75

Quintile: ¢, mit « = 0.2,0.4,0.6,0.8

e Decile: ¢, mit « =0.1,0.2,...,0.8,0.9

Percentile: ¢, mit = 0.01,0.02,...,0.98,0.99

2.5.2. Multivariate Verteilungs- und Dichtefunktionen

Ubersicht

o Multivariate Verteilungs- und Dichtefunktionen
o Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung

Marginale Wahrscheinlichkeitsverteilung

Gemeinsame Dichtefunktion

Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung (joint probability distribution func-
tion)

fir zwei oder mehr Zufallsvariablen X, ..., X,,

Xm(l'l,IQ7 e ,IL‘m) = P((X1 S l‘l) N---N (Xm S ZL’m)) (210)
:P(Xléxl,...,Xm<.Tm).

-----

Marginale Wahrscheinlichkeitsverteilung (marginal probability distribution)

Fx,(z;) = P(X; < ;). (2.11)

Marginale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir eine stetige Zufallsvariable
Xi

fx (@) = W (2.12)
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QR 2.5. Verteilungs- und Dichtefunktionen

Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (joint density function)

fiir zwei oder mehr stetige und Zufallsvariablen X, ..., X,, € R mit partiell differenzier-
barer CDF:
0" Fx, Xo,... X (T1, T2, -+ -, Tin)
T1, T2, Ty) = T = , 2.13
le,XQ ..... Xm( 1 2 m) 0(13]_8332 . axm ( )
Fx, x,,.., X (T1, ) Tm)
Xr1 X2 Tm
= / / / le,XQ 77777 Xm(ZhZQ, ,Zm) ledZQ"'dZm,
—00 —00 —00
Fx,(z1) = Fx, x3,..x, (21,00, ..., 00)

Zusammenhang zwischen marginalen und gemeinsamen Dichten

Es gilt, z. B. im Fall von drei Zufallsvariablen

le (.171) = /_ /_ le’X27X3(I1,Z27Z3) d22d23. (214)

Notation: ( ) verzichten auf die Indexierung von F' und f. Mit
Ausnahme dieses Abschnittes erfolgt dies zur Vereinfachung der Notation auch in diesen
Unterlagen, falls die Indexierung aus dem Zusammenhang leicht erschlossen werden kann.

Bivariate Normalverteilung

Fro () 1 =)
T, To) = exp{ —
FL XD S 00T — P2 P 2(1 - p?) o1

9 SUl—M1$2—M2+<$2—M2>2
P g1 (o) (o)

(2.15)

Multivariate Normalverteilung: siche (2.31) in Abschnitt 2.9.1.
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie QR

Density of Bivariate Normal Distribution for (x1,x2)

Density of Bivariate Normal Distribution for (x1,x2)

2

-3

Abbildung 2.3.: PDF der bivariaten Normalverteilung (R-Programm siehe Abschnitt A.1, Seite 331)
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QR 2.6. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

2.6. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Ubersicht

» Motivation

e Zusammenhang mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeit

o Grundregel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten

o Zusammenhang mit unbedingten Wahrscheinlichkeiten

« Bedingung auf Zufallsvariablen

o Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte

o Bedingte Normalverteilung

o Zusammenhang zwischen marginaler und bedingter Dichte

« Stochastische Unabhéngigkeit und bedingte Dichte / Verteilung

« Beispiel zur Motivation: Es bezeichne die Zufallsvariable X € [0, 00) den Auszahlungs-
betrag in einem Gewinnspiel. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Verteilungsfunktion
P(X <) = Fx(z) gibt die Wahrscheinlichkeit fiir einen maximalen Gewinnbetrag von
x an. Es ist weiter bekannt, dass zur Ermittlung des Auszahlungsbetrags 2 Maschinen
bereitstehen, Maschine A und Maschine B.

Frage: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen maximalen Gewinnbetrag von x, wenn
Maschine A zum Einsatz kommt?

Anders formuliert, wie grofl ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit, wenn die Bedingung
"Maschine A im FEinsatz” gilt? Man nennt deshalb die gesuchte Wahrscheinlichkeit auch
bedingte Wahrscheinlichkeit und man schreibt

P(X < z|A).
Entsprechend notiert man, falls die Bedingung "Maschine B im Einsatz” gilt, P(X < z|B).

« Zusammenhang mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeit Sei £ das Ereignis (X < ).
Wenn jemand nur gliicklich ist, wenn er eine Auszahlung in Hohe von maximal x von
Maschine B bekommt, dann mochte er die Wahrscheinlichkeit P(E N B) bestimmen. Diese
Wahrscheinlichkeit ergibt sich durch den
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie ﬁR

Multiplikationssatz

Fiir zwei Ereignisse F/, B aus der Kollektion aller moglichen Ereignisse F gilt:

P(ENB) = P(B)P(E|B), P(B) > 0.

Die Kenntnis tiber Realisation von B kann helfen, genauere Aussagen tiber die mogliche
Realisation von F zu machen.

Der Multiplikationssatz ergibt sich aus der
Definition einer bedingten Wahrscheinlichkeit
Fiir zwei Ereignisse F/, B aus der Kollektion aller moglichen Ereignisse F gilt:

P(EN B)

P(E|B) = PB)

P(B) > 0.

Beispiele:

— B € E: P(E|B) = 1; Z. B. Maschine B zahlt immer einen Minimumbetrag
grofer Null, aber ein Maximum kleiner x.

— E und B disjunkt: P(E|B) = 0.
Satz von Bayes
Fiir zwei Ereignisse F/, B aus der Kollektion aller moglichen Ereignisse F gilt:

BIE)P(E)

P(E]B):P( B P(B), P(E) > 0.

o Zusammenhang zwischen der unbedingten Wahrscheinlichkeit P(X < z) und den
beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten P(X < z|A) und P(X < z|B)?

Zur Beantwortung muss man wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit Maschine A bzw.
Maschine B zum Einsatz kommt. Wenn wir diese Wahrscheinlichkeiten mit P(A) und P(B)
bezeichnen, dann konnen wir die obige Frage beantworten:

Zusammenhang zwischen unbedingten und bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(E)=P(ENA)+ P(ENB)
P(X <z)=P(X <z|A)P(A)+ P(X <z|B)P(B)
Fx(l‘) - FX\Maschine(m|A)P(A) + FX|Maschine(x|B)P(B)
(Die Ergebnismenge mit den Elementarereignissen fiir die Maschinenwahl ist Q = {A, B}.)

Ersetzt man das Ereignis B durch das zu A komplementare Ereignis A€, erhdlt man das
allgemein giiltige
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QR 2.6. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit

P(E)=P(ENA)+ P(ENA°)
P(E) = P(E|A)P(A) + P(E|A°)P(A°)

o Bedingung auf Zufallsvariablen: Bisher haben wir die Bedingung in Form von Ereig-
nissen und nicht in Form von Zufallsvariablen definiert. Ein Beispiel fiir letzteres wiére,
wenn zur Ermittlung des Auszahlungsbetrags nur eine Maschine zur Verfiigung steht, deren
Funktionsweise aber von dem vorherigen Auszahlungsbetrag Z abhéngt. Dann lautet die
bedingte Verteilungsfunktion Fyz(x|Z = z), wobei Z = z bedeutet, dass die Bedingung
lautet, dass Zufallsvariable Z genau die Realisation z annimmt. Ist Z stetig und Z € [0, 00),
miissen wir, um wieder den Zusammenhang zwischen der unbedingten und den bedingten
Wahrscheinlichkeiten zu erhalten, die Summe durch ein Integral ersetzen und die Wahr-
scheinlichkeit der Bedingung durch die entsprechende Dichtefunktion, da Z ja unendlich
viele Werte annehmen kann. Fiir unser Beispiel ergibt sich dann:

Fy(z) = /OOO Fxi2(2]Z = 2)f2(2)dz = /0°° Fxz(x]2) f2(2)dz
bzw. allgemein:

Zusammenhang zwischen unbedingter und bedingten Verteilungsfunktio-
nen

Fx(x) = /FX|Z(m|Z =2)fz(2)dz = /FX|Z(x|z)fZ(z)dz (2.16)

Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte (conditional probability distribution func-
tion)

fiir Zufallsvariable X; gegeben eine Zufallsvariable X5 oder mehrere Zufallsvariablen
XQ, N 7Xmi

Ix1.x, (1, 2)
sz (xQ) ’
vorausgesetzt, dass fx,(x2) > 0,
le ..... Xm(x17$27"'axm)

fXg ..... Xm(J:Qa"’)'Tm)

(2.17)

Fxi1x, (1]22)

fX1|X2 ..... Xm(I1|$27 cee 7xm) = ) (2'18)

fX2 ,,,,, Xm($277xm)>0

Bedingte Normalverteilung:

Es sei u(X) = E[Y|X] und 0%(X) = Var(Y|X). Dann sind folgende Schreibweisen
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

aquivalent:

YIX ~ N(u(z),0%(z))

1(y — p(z))?

1
Jyix(ylz) = mexp <—2 2(z)

Wichtige Eigenschaften:

Berechnen der marginalen Dichte aus der bedingten Dichte

fx(x) = /fX\Z(93|Z = 2)fz(2)dz = /fx|z(a:|z)fz(z)dz.

Stochastische Unabhingigkeit
Gilt

Fx, x,(x1,22) = Fx, x,(21,00) Fx, x,(00,23) = P(X; < 1) P(Xy < x3),

(2.19)

(2.20)

(2.21)

werden die Zufallsvariablen X; und X5 als stochastisch unabhingig oder unabhingig
bezeichnet und es gilt

fx1.5 (21, 22) = fx, (21) fx,(22).

(2.22)

Entsprechende Faktorisierungen gelten fiir mehr als zwei ZV. Wenn die Zufallszahlen X,
und X, stochastisch unabhangig sind, dann gilt:

Fyx1x,(21]22) = Fx, (1),

fX1|X2 (x1|x2) = le (:El)

2.7. Erwartungswerte und Momente

Ubersicht

Definitionen und Regeln

Ungleichungen fiir Erwartungswerte

Momente zweiter Ordnung: Varianz, Kovarianz, Korrelation
Regeln

Hohere Momente: unzentrierte und zentrierte Momente
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2.7. Erwartungswerte und Momente

e Schiefe, Wolbung

Erwartungswerte, bzw. erste Momente

o Erwartungswert einer diskrete Zufallsvariable X mit endlich vielen moglichen
Ausprégungen x;, m < oo,

o Erwartungswert einer diskrete Zufallsvariable X mit unendlich vielen Auspragun-
gen x;

E[X] = ixiP(X =)

Beachte: Dieser Erwartungswert existiert nur, wenn

i=1

« Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariable X € R

E[X] = / zf(z)dz

—00

Beachte: Dieser Erwartungswert existiert nur, wenn

« Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariable X auf Triger X = (a,b) C R

E[X] = /aba:f(a:)da:

Beachte: Dieser Erwartungswert existiert immer, sofern f(x) < oo fir x € X

Regeln fiir den Erwartungswert

z. B. ( , Appendix B)

1. Fiir jede Konstante c gilt
Elc =c.

2. Fiir alle Konstanten a und b und Zufallsvariablen X und Y gilt

ElaX +bY| = aFE[X] + bE]Y].
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie ﬁR

3. « Sind die Zufallsvariablen X und Y stochastisch unabhéngig, gilt
E[XY] = E[X]|E[Y].

o bzw. allgemeiner: Sind die Zufallsvariablen X und Y stochastisch unabhangig und gilt
fur alle Funktionen f(z) und g(y), dass E[|f(X)|] < co und E[|g(Y)|] < oo, dann gilt

Ungleichungen fiir Erwartungswerte

L EX+Y[] < E[X]]+ E[Y]]

2. Jensen-Ungleichung: Ist g(z) konvex, dann gilt: E[g(X)] > g (E[X]). Das Ungleich-
heitszeichen gilt strikt, wenn g(z) strikt konvex ist. Ist g(x) konkav, kehrt sich das
Ungleichheitszeichen um.

Momente zweiter Ordnung

Varianz, Kovarianz und Korrelation

Var(X) = B [(X ~ EIX)Y] = [~ (0 = EIX)’ f(@)da,
Cou(X,Y)=F [(X — E[X]) (Y — E[Y])]

=[] @ BIX]) (y~ EI)) frr(w,9)dady,
Cov(X,Y)
Corr(X,Y) = 2.24)
) \/Var(X)VaT(Y) (
Regeln
e Var(X) = E[(X — E[X))?] = E[X?] — E[X]? (Verschiebungssatz),

o Var(a+bX) = Var(bX) =b*Var(X),
. Coo(X,Y) = EB[(X — BIX))(Y — B[Y])] = B[XY] - B[X] B[Y]
e Cov(aX,bY) =ab Cov(X,Y),

Hohere Momente

« zweites (unzentriertes) Moment: my(X) = [ 22 f(x)dz

—00
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2.8. Bedingte Erwartungswerte und Momente

e Esseip=FE[X]=m(X)und o = \/Var(X) = \/mg(X).

+ k-tes (unzentriertes) Moment:

mi(X)=F {Xk} = /O:O o* f(x)da

e k-tes zentriertes Moment:

o

m(X) = B [(X = B = [ (@ —mi(X)} fla)da

—00

« Schiefe (Skewness) (drittes zentriertes Moment)

E|(X - EXD] = (@ — )" f(a)dz

o3 o3

« Wolbung (Kurtosis)

Beispiele:
e Die Schiefe von symmetrischen Dichten ist 0.

« Die Wélbung einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen ist 3.

2.8. Bedingte Erwartungswerte und Momente

Ubersicht

o Definitionen und Regeln

Gesetz der iterierten Erwartungen

Regeln fiir bedingte Erwartungen

Regeln

Regeln fiir bedingte Varianzen und Kovarianzen

Bedingter Erwartungswert
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie GR

o Definition: Bisher haben wir nicht darauf geachtet, welche Maschine bei der Auszahlungser-
mittlung zum Einsatz kommt. Interessieren wir uns hingegen fiir die erwartete Auszahlung,
wenn Maschine A im Einsatz ist, dann miissen wir den bedingten Erwartungswert
berechnen

E[X|A] = /Ow of (2| A)da.

Dies geschieht einfach, indem man die unbedingte Dichte f(x) durch die bedingte Dichte
f(z]A) ersetzt und die Bedingung in der Notation des Erwartungswertes angibt. Entspre-
chend lésst sich die erwartete Auszahlung fiir Maschine B berechnen als

E[X|B] = /Ooo zf(z|B)dz.

Ist noch nicht “realisiert”, welche M = A, B im Einsatz ist, ist der bedingte Erwartungs-
wert

EIX|M] = [ af(aM)ds = (M)

eine Funktion mit Argument M. Damit ist der bedingte Erwartungswert eine Zufallsva-
riable. Dies gilt allgemein.

Abhéangig davon, ob die Bedingung bzw. X stetig oder diskret sind, unterscheidet sich die
Berechnung des bedingten Erwartungswertes etwas

X = stetig diskret Bedingung
E[X|A] = [af(x|A)dx Y P(X = x;]A)  diskret
EX|Z =2 = [xf(zx|Z=2z2)de Yax;P(X =umxz) stetig
Beachte: Haufig verwendet man auch die Kurzformen, so auch in ( ), z. B.

E[X|z] = /a:f(x|z)dx

« Gesetz der iterierten Erwartungen (Law of iterated expectations (LIE)): Ent-
sprechend dem Zusammenhang zwischen unbedingten und bedingten Wahrscheinlichkeiten,
existiert ein ahnlicher Zusammenhang auch zwischen dem unbedingten und den bedingten
Erwartungswerten. Er lautet

EX]=E[EX|2)]=E[g(2)], 9(2)=E(X|Z)

und wird als Gesetz der iterierten Erwartungen bezeichnet.

64



QR 2.8. Bedingte Erwartungswerte und Momente

Beweisskizze:

E[X] :/xf(x)dx

<l
—//xf 2|2) f(2)dzd

—//xf x|z)dz f(z)dz (Vertauschen von dz und dz)

_/EX|

X\Z)]

dr (Einsetzen von (2.20))

In unserem Beispiel mit den 2 Maschinen ergibt das Gesetz der iterierten Erwartungen
E[X] = E[X|A]P(A) + E[X|B]P(B), (2.25)
E[X] = g(A)P(A) + g(B)P(B)
Dieses Beispiel macht nochmals deutlich, dass die bedingten Erwartungswerte E[X|A] und
E[X|B] Zufallszahlen sind, die gewichtet mit ihren Eintrittswahrscheinlichkeiten P(A) und
P(B) den Erwartungswert E[X]| ergeben. Man stelle sich vor, man kennt vor Beginn des
Spiels nur die beiden bedingten Erwartungswerte, aber nicht welche Maschine zum Einsatz
kommen wird. Dann ist der erwartete Auszahlungsbetrag gerade E[X] und wir miissen die
beiden bedingten Erwartungswerte als Zufallsvariablen ansehen. Sobald man weif, welche

Maschine zum Einsatz gekommen ist, ist der dazugehorige bedingte Erwartungswert die
Realisation der Zufallsvariablen.

Regeln fiir bedingte Erwartungen

(z. B. ( , Appendix B))

1. Fir jede Funktion ¢(-) gilt
Ele(X)[X] = ¢(X).

2. Fir alle Funktionen a(-) und b(-) gilt
Ela(X)Y + b(X)|X] = a(X)E[Y|X] + b(X).

3. Sind die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig, gilt
ElY|X] = E[Y].

4. Gesetz der iterierten Erwartungen (LIE)
ElY] = E[E(Y]X)]
ElY|X] = E[E(Y|X, Z)|X]
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie ﬁR

5. Falls E[Y?] < 0o, E[g(X)?] < oo fiir eine beliebige Funktion g¢(-), dann:

E{ly - B(VIX)? X} < B{[Y — g(X)]* X}
E{ly - B(Y|X)P} < B{[Y — g(X)}.

Regeln fiir bedingte Varianzen und Kovarianzen

Verschiebungssatz fiir (Ko-)Varianzen, etc.

Var(Y|X) = E[(Y — E[Y|X])?|X] = E[Y?X] — E[Y|X]?, (2.26)
Cou(Y, X|Z) = E[(Y — E[Y|Z])(X — E[X|Z])|Z]

= FEY X|Z]| - E[Y|Z]| E[X|Z], (2.27)

Var(Y) = E [Var(Y|X)] + Var (E[Y]X]). (2.28)

Ein Beweis fir (2.28) findet sich fiir die multivariate Variante (9.6).

Zusammenhange zwischen bedingten Erwartungen und Kovarianzen

Es gilt fiir zwei Zufallsvariablen Y und X:

EY|X]=E]Y] = Co(Y,X)=0, (2.29a)
EY|X]=0 = E[Y]=0und Cov(Y,X)=0, (2.29b)
Cou(Y,X)#0 = E[Y|X]#0, (2.29¢)
Cov(Y,X)=0& E[Y] =0 = E[YX]=E[XE(Y|X)] =0, (2.20d)
E[Y]=0 #= E[Y|X]=0, (2.29)

Cou(Y,X)=0 #= E[Y|X]|= (2.291)

Beispiel: Fir ¥ = X% und E(X) = E(X?) = 0 gilt Cov(Y,X) = 0, da
Cov(X? X) = E[X?| — E[X?|E[X] =0, aber E[Y|X] = X2 #0.

Nachweise via

Cov(Y,X) = E[YX] — E[Y]|E[X] = E|E[YX|X]] — E[E]Y|X]] E[X]
= E[XE[Y|X]] - E[E[Y[X]] E[X]

e (2.29b): Ist E[Y|X] =0, muss Cov(Y, X) = 0 folgen.

e (2.29¢): Wire diese Aussage falsch und E[Y|X] = 0 folgen, folgt Cov(Y, X) = 0 aus (2.29b),
was zu einem Widerspruch fiihrt.

o (2.29f): Aus Cov(Y, X) = 0 folgt lediglich £ [wE[Y|X]| = E [E[Y|X]] E[X], nicht jedoch
E[Y|X] =0.
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2.9. Wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Ubersicht

« Normalverteilung
e X2, t-, F-Verteilung

 f Transformationssatze

2.9.1. Normalverteilung

Ubersicht

« Standardnormalverteilung

o Normalverteilung

o Multivariate Standardnormalverteilung
o Multivariate Normalverteilung

« Bivariate Normalverteilung

e Linearkombinationen multivariate normalverteilter Zufallsvektoren

e IID und NID

« Standardnormalverteilung:  ~ N(0, 1) mit Dichtefunktion (2.5)

o(2) = \/12_7rexp (—222) : (2.5)

« Normalverteilung: z ~ N(ju,c?) mit Dichte
1 1(z— p)? 1 (x - ,u>
_ A=y L , 2.6
10 = Smgmew (-3 ) = Lo (4 (26)

Beachte: (2.6) kann mit Hilfe des eindimensionalen Transformationssatzes (2.39) abgeleitet
werden.

« Multivariate Standardnormalverteilung: z ~ N(0,1,) mit Dichte

1

o(z) = an) T exp <—;ZTZ) : (2.30)
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Man beachte, dass diese Darstellung dquivalent ist zu (vgl. hierzu (2.22))
¢(2) = ¢(21)d(22) - - P(2n)-

Ein multivariat standardnormalverteilter Zufallsvektor z setzt sich also aus unabhéangig und
identisch verteilten (genauer standardnormalverteilten) Zufallsvariablen z1, ..., z, zusam-
men. Umgekehrt: n i.i.d. standardnormalverteilte Zufallszahlen lassen sich als multivariat
standardnormalverteilter Zufallsvektor schreiben. Beachte: Ohne die i.i.d. Voraussetzung
geht das nicht!

e Multivariate Normalverteilung;:

x=Az+ pu~ N(u,Q), wobei @ =AAT (2.31)
und fiir die (r x n)-Matrix A, r < n, rk(A) = r gilt. Dichtefunktion:
1 _ 1 _
Fo s 0) = J6) = o (et ) e (—5 - 0 - p) . (232)
(2m)r/ 2

« Bivariate Normalverteilung (2.15). Siche Abschnitt 2.5 fiir Plot.
1

f(xla 332) = 27]'0'10'2 /—1 — p2
oxp d 1 <$1—M1)2_2 $1—M1$2—/~b2+<$2—/~02>2
b 2(1—p?) o1 p o1 09 09

e Linearkombinationen multivariat normalverteilter Zufallsvektoren

Es gilt fiir w=b+Bx mitx~ N(u,X):
w~ N (b+ By, BIB"). (2.33)
» Notation
— Die Zufallsvariablen v, t = 1,...,n sind unabhingig und identisch verteilt bzw.

independently and identically distributed (IID):
v ~ IID(E[v], Var(uv)).

— Die Zufallsvariablen v, t = 1,...,n sind unabhangig und identisch normalverteilt
bzw. independently and identically normally distributed (NID):

vy ~ NID(E(v), Var(uv)).

In Matrixnotation entspricht dies mit u, = E[v], 02 = Var(v;)
2
v

U1 o 9 0
v v 0 o2 - 0
RS2 i N D i
Un Ly 0 0 - o2

v ~ N(pyt, o).
Vgl. zur Definition von ¢ (7.8).
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2.9.2. \?-, t-, F-Verteilung

Ubersicht
o x2-Verteilung

o Student ¢-Verteilung

o F-Verteilung

x2-Verteilung

e Sind z1,..., 2, i.i.d. standardnormalverteilt, z ~ N(0, I,,,), so ist die Summe der quadrierten
Zufallsvariablen

x?-verteilt mit m Freiheitsgraden. In Kurzschreibweise:

y ~ x*(m).

« Erwartungswert: F(y) = m,

e Varianz: Var(y) = 2m. , da

Unabhéngigkeit
E|(y—m)?] w

« Wenn y; = Y32 27 ~ x*(ma) und yo = 72, g 27 ~ X*(m2), m = mq + my, unabhéngig
sind, dann gilt

y =y +y~ X (m).
o Ist x ein multivariat normalverteilter (m x 1)-Vektor mit nichtsingularer Kovarianzmatrix

Q, x ~ N(0,Q), dann ist
y =x"Q7x ~ x*(m). (2.34)
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Beweis: Da  regulir ist, existiert eine Zerlegung Q = AAT, so dass z = A~'x die
Kovarianzmatrix I aufweist. Dann gilt z ~ N(0,I) und

a7 (A7) a0 (a7)" — A AAT (A7) -1
Ist P eine Projektionsmatrix mit tk P =7 < m und z ~ N(0,I), gilt
z' Pz ~ \*(r). (2.35)

Beweis: Man nehme an, dass P auf die r linear unabhéngigen Spalten der (m x r)-Matrix
Z projeziert. Dann ist P = Z(Z"Z)™'Z" und man erhélt

TPz = 277, (ZTZ)*1 777,
—~— —~—
WT \q/—/ W

inverse Kovarianzmatrix mit Rang r

Da fiir den (r x 1)-Vektor w ~ N (0, ZTZ> gilt, gilt wegen (2.34)

w’ (ZTZ)_1 w ~ x3(r).

Fiir m — oo gilt, dass eine y?(m)-verteilte ZufallsgroBe in Verteilung gegen eine normalver-
teilte ZufallsgroBe N (m,2m) konvergiert.

Student ¢-Verteilung

Gegeben sei eine standardnormalverteilte Zufallsvariable z ~ N(0,1) und eine davon
stochastisch unabhéngige y*-verteilte ZufallsgroBe y ~ x*(m) mit m Freiheitsgraden. Dann

ist die Zufallsvariable .

_ ~ t(m 2.36
"= Gy (230

t-verteilt mit m Freiheitsgraden.
Die Dichte der ¢t-Verteilung ist symmetrisch und glockenférmig.

Es existieren alle Momente der ¢-Verteilung bis zum m — 1 Moment. Die ¢-Verteilung mit
m = 1 heiflit auch Cauchy-Verteilung. Man beachte, dass weder Erwartungswert noch
Varianz existieren, da die Verteilung zu viel Masse in den Flanken aufweist.

Erwartungswert: Fiir m > 1: E(t) = 0, Varianz: Fir m > 2: Var(t) = m/(m — 2).

Die t-Verteilung nahert sich mit zunehmender Zahl an Freiheitsgraden der Standard-
normalverteilung an. Man kann hier asymptotisch argumentieren: Mit m — oo gilt
plimm — ocoy/m = 1, da y eine Summe von m quadrierten unabhéangigen standardnormal-
verteilten Zufallsvariablen ist. Mit Slutsky’s Theorem gilt damit auch plim,, ,(y/m)Y/? =1
und somit

plim =z~ N(0,1).

_
m—o0 (y/m)1/2
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2.9. Wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

F-Verteilung

+ Gegeben seien zwei stochastisch unabhingige y?-verteilte Zufallsvariablen y; ~ x?(m;) und
Yo ~ x?(msy). Dann folgt die Zufallsvariable

_ y1/m

F
Ya /Mo

~ F(my, ms) (2.37)

einer F-Verteilung mit m; und m, Freiheitsgraden.

e Fir my — oo nihert sich die Zufallsvariable m;F einer x?(m;)-Verteilung an, da
plim,,, . y2/mo = 1. Falls t ~ t(my), dann gilt t* ~ F(1,ms).

2.9.3. Erganzung: Transformationssitze

Transformationssatze

« # Eindimensionaler Transformationssatz (change of variable): Gegeben sei eine
stetige Zufallsvariable X € R mit Dichtefunktion fx(x) > 0.

Gegeben sei weiter eine Zufallsvariable Y = ¢(X), wobei die Funktion g(-) stetig und
umkehrbar sei, so dass

r=g(y) (2.33)
AuBlerdem seien g(-) und g7'(-) einmal differenzierbar.

Dann lasst sich fiir die Zufallsvariable Y die Dichtefunktion fy(y) durch

Few) = \jyg%w fx (7)) (239

berechnen ( , Theorem 2.1.5).

« # Mehrdimensionaler Transformationssatz: Gegeben sei ein stetiger (mx1)-Zufallsvektor
x € X C R™ mit Dichtefunktion fyx(x) > 0. Weiter sei ein (m x 1)-Zufallsvektor

y =g(x) =a+ Ax (2.40)
gegeben.

Ist A invertierbar (siche ( , Section 4.6, p. 185) fir Bedingungen fiir
den Fall, dass g(x) in (2.40) nichtlinear ist), gilt

x=h(y)=A"(y—a)
und (siehe Abschnitt 6.2.2)
ox  Oh(y)

-1
oyT ~ OyT =A""
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2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie GR

Dann lésst sich fiir den Zufallsvektor y die Dichtefunktion f,(y) durch

dh(y) - -
) = G ) = A7 e (A0 - ) (2.41)
berechnen, wobei 8;;:}')‘ die Determinante der Jacobi-Matrix 8;’;%') bezeichnet, siehe (1.10)
fiir weitere Details. ( , Theorem B.9.2)
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3. Konvergenz und Grenzwerte

In vielen Bereichen der Mathematik treten Konvergenzen auf, ohne dass bei der angewandten
Benutzung klar wird, dass es sich bei den Konstrukten um Grenzwertprozesse handelt. Man
nehme sich die Funktion f(x) = 2. Die Ableitungsfunktion ist f’(x) = 2x, einfach durch alge-
braische Formeln ,abgeleitet®. Der tatsachliche Ableitungsvorgang wiirde aber folgendermaflen
aussehen:

Beispiel: Ableitung einer einfachen Funktion f(z) = 2%

' .
) = Jim h
1 (z + h)? — 2?
0 h
2 2 2 2
:hmM:hmih—f—lim—:Zx—i—O:Qx
h—0 h h—0 h h%Oh

Egal, ob nun Ableitung, Integral, Stetigkeit oder Funktionenfolgen, Grenzwerte kommen in
ganz unterschiedlicher Form vor. Um nun die ,neuen®, fiir die Okonometrie wichtigen Formen
von Konvergenz zu verstehen, werden die Standardfille kurz wiederholt.

In der Mathematik und Wahrscheinlichkeitstheorie gibt es verschiedene Arten von Konvergenz,
von denen wir die folgenden behandeln:

Ubersicht: Arten von Konvergenz
1. Konvergenz von Zahlenfolgen - Grundgeriist aller Konvergenztheorien
2. Konvergenz von Funktionenfolgen
3. Konvergenz von Zufallsvariablenfolgen
o Fast sichere Konvergenz
» Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

» Konvergenz in Verteilung

Fiir die Okonometrie ist insbesondere 3) mit deren Formen relevant. Zu deren Verstindnis
muss man 1) und 2) verstehen.



3. Konvergenz und Grenzwerte ﬁR

3.1. Konvergenz von Folgen

Sei (ay) eine Folge reeller Zahlen, d. h., eine Abbildung f : N — R mit n — a, € R (man
stelle sich a,, :== £ vor). Man schreibt statt f(n) = a, auch oft (a,) = (an)nen = {a1, a2, as, ...}
fiir die Menge der Folgenglieder.

Beispiele:
£(n) = (@nhnen = (Bnen = {1,1, 1,1},
f(n> = (an)nEN = (n2)n€N = {1, 4, 9,16,.. }

f(n) =a, = W = w fiir festes x.

Konvergente Folge

Eine Folge (a,) heifit konvergent in R, falls es eine Zahl a € R, mit folgender Eigenschaft
gibt:

« Fir alle € > 0 gibt es ein Folgenglied indiziert mit N € N (genauer N (¢), da es von €
abhéngt), so dass

| a,, — a |< € fur alle spateren Folgenglieder n > N gilt.

Die Zahl a heifit Grenzwert oder Limes der Folge und man schreibt

lim a, = a oder a,, — a fur n — oo
n—oo

Beachte: Im Konvergenzfall ist der Grenzwert der Folge eindeutig bestimmt!

Beispiel: f(n) := (a,) := 22 | sin(0.1 - n) |. Die Folgenglieder sind in Abbildung
3.1 als Kreise eingezeichnet. Man vermutet nun, dass der Grenzwert a = ao, = 0
ist. Um dies zu zeigen, muss man fir alle e > 0 beweisen, dass es ein Folgenglied
N(e) gibt, ab dem alle weiteren Folgenglieder im e-Abstand von a liegen. Gibt
man sich nun ein ¢; = 1 vor, so sicht man, dass die Folgenglieder 26 bis 43 bereits
Abstand kleiner 1 von a., haben, jedoch die Folgenglieder 44 bis 50 auflerhalb
dieses Bereichs liegen. Man wahlt sich nun ein N(¢;) = 51 (oder ein hoheres
Folgenglied) und hofft, dass alle weiteren in diesem Abstand zum Grenzwert liegen
und koénnte dies mit weiteren, kleineren ¢; fortsetzen. Dies zeigt jedoch nicht die
Konvergenz der Folge! Die Definition sagt deutlich ,fiir alle“ ¢ > 0! Ein Beweis
wiirde folgendermaflen aussehen: Da man zeigen muss, dass es fiir alle € gilt, gibt
man sich ein kleines ¢ > 0 vor, das beliebig klein werden kann, aber fiir einen
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3.1. Konvergenz von Folgen

Folgenwert

J I
n; =26 n, = 43 ng =50

20 40 60 80 100 Folgenglieder

Abbildung 3.1.: Die ersten 100 Folgenglieder von 22 | sin(0.1 - n) |

Moment fest vorgegeben ist. Nun muss man zeigen, dass es ein Folgenglied N (¢) in
Abhéngigkeit des gerade vorgegebenen e gibt, ab dem alle weiteren Folgenglieder
a, mit n > N(e¢) im e-Abstand von a., = 0 liegen. Die Aufgabe besteht also im
Finden dieses N (e), so dass gilt:

|aN(€)—O ’<6

Umstellen der Bedingung liefert das gewiinschte Ergebnis:

]aN\<e<:>?\(f)-\sin(o.l-N)|<e<:>?\?<e<:>N>560
<1
Gibt man sich nun ein € vor, so weifl man, dass alle Folgenglieder mit Index
grofer als % im e-Bereich um den Grenzwert liegen. Ein Beweis wiirde nun
folgendermaflen aussehen: Sei € > 0 beliebig klein, aber fest vorgegeben. Wahle
dann den Folgenindex N(e), so dass einerseits N(e) > 2 und N(e) € N. Damit

gilt fir die nachfolgenden Folgenglieder mit Index n > N (e):

a= ef. (00 50 _
lan—a| = Jap—0] & | = sin(0.1-n)| = | =] |sin(0.1-n) |
n n
\sin(O.én)|§1| 50 | nzg(e) 50 | N(e)>52 | 50 = e >0
- n - N(e) 00 ‘b=

Insgesamt hat man damit gezeigt: Fur beliebiges ¢ > 0 gibt es ein N(€) € N, so
dass fiir alle spateren Folgenglieder mit Index n > N (e) gilt:

|a, —a|<e
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3. Konvergenz und Grenzwerte ﬁR

Rechenregeln von konvergenten Zahlenfolgen z,,y,:

o Falls lim,,_,o, =, = 2 und lim,,_.o, ¥, = y, dann folgt auch:

o Falls lim,, ,,, x, =z und lim,, ., ¥y, =y, dann folgt auch:

o Falls lim,, ,oo x, =z und lim,, .o, ¥, =y und y # 0, dann:

Bemerkung: Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht : Da 0 = (—1)" + (—1)"™! folgt
aus lim,, o, 0 = 0 nicht, dass die Grenzwerte lim,, o, (—1)" und lim,, ., (—1)"™! existieren,
was klarerweise nicht der Fall ist

3.2. Konvergenz von Funktionen

Waiéhrend vorher eine skalare Folge definiert wurde, geht man nun einen Schritt weiter und
betrachtet Funktionenfolgen bzw. -scharen f,(z) (man stelle sich f,(z) = z + = vor).

Fiir jedes feste n € N ist der Ausdruck f,(z) eine Funktion f,(z) : D — R, wobei D der
Definitionsbereich der Funktion ist, und fir jedes feste xy € D ist der Ausdruck f,(z¢) eine
Folge N — R. Man definiert nun die (punktweise - im Gegensatz zur gleichméifligen -)
Konvergenz einer Funktionenfolge als den Grenzwert der Folge f,(zo) fiir festes zo:

Punktweise Konvergenz

Eine Funktionenfolge (f,,(x)) heifit punktweise konvergent, falls fiir jeden festen Punkt
xo € D die Zahlenfolge (f,,(zo))nen konvergiert.

Durch
F@) = lim ful@)

ist dann eine Funktion f : D — R definiert. Eigenschaften der f,, wie Stetigkeit, Integrierbarkeit,
Differenzierbarkeit, also Eigenschaften die auch Grenzwerte verlangen, iibertragen sich im
Allgemeinen nicht! (deswegen der Begriff der gleichméBigen Konvergenz).
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3.2. Konvergenz von Funktionen

Beispiel: f,(z) := 2" mit Definitionsbereich D = [0, 1]. Einige Elemente der
Folgenschar sind in Abbildung 3.2 zu sehen. Da fiir alle n € N und eine Zahl
x € (0,1) gerade ™ < x gilt, aber 1™ = 1 ist, ist klar, dass der rot eingezeichnete
Grenzwert der Funktionenfolge f,,(z) folgendermafien aussieht

0 fallsz <1

1 fallsx=1
Bewiesen wird dies wieder mit der ¢ — N-Definition fiir Zahlenfolgen von oben,
wobei man dies fir ,jedes* z € D = [0, 1] einzeln macht. Hier reduziert es sich aber
auf eine Fallunterscheidung von x € [0,1) und x = 1. Auffallend hierbei ist, dass

jedes Folgenglied f,(x) eine stetige Funktion darstellt, wahrend der Grenzwert
eine Unstetigkeitsstelle an der Stelle 1 besitzt.

A
y-Achse

1.0+ ’

0.8

0.6-r

0.2+ 2(0)  f5(x) 7 fzo(x)

f)

} >

x-Achse
0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 3.2.: Drei Folgenglieder der Funktionenschar f,(z) = «"
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3. Konvergenz und Grenzwerte GR

3.3. Fast sichere Konvergenz

Betrachtet man Zufallsvariablen als Funktionen nach R, fiir die es eine Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion zur Bewertung gibt, so kann man eine spezielle punktweise Konvergenz fiir Zufallsvariablen
bilden, die fast sichere Konvergenz. Sei X,,(w) eine Zufallsvariablenfolge. X, (w) konvergiert
fast sicher gegen X (w), in Zeichen X,, =% X (almost surely), falls die Wahrscheinlichkeit der
Menge der Ergebnisse w, an denen sich lim,, ., X, und X unterscheiden, 0 ist. In formaler
Schreibweise:

X, 25X P(lm anx> :P({wemnlggo Xn(w):X(w)}> _

<~— P

(
(

fwen] lim X.(w)# X(@)}) =0

Abbildung 3.3.: Drei Zufallsvariablenfolgenglieder mit n; < ng < ng

Waéhrend bei der punktweisen Konvergenz gefordert wurde, dass fiir jedes z € R lim,, o, fn(x) =
f(x) gelten muss, hat man mit der Wahrscheinlichkeit die Moglichkeit zu fordern, dass sich
der Limes der Folge und der Grenzwert ,,um Wahrscheinlichkeit 0* unterscheiden. Man lasst
also zuerst die Folge gegen unendlich laufen und betrachtet danach die Wahrscheinlichkeit, an
denen sich beide unterscheiden. Betrachtet man im Bild rechts das Folgenglied X,,, (w), so
unterscheidet es sich in jedem w von X (w), und da P(Q2) = 1 ist dies noch keine Annéherung.
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QR 3.4. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

Nimmt man ein spéteres Folgenglied X,,,(w), so unterscheiden sich X,,,(w) und X (w) nur noch
in AU B mit Wahrschienlichkeit P(AUB) = p < 1 und X,,,(w) und X (w) nur noch in {wy,ws}.
Geht man davon aus, dass X eine stetige Zufallsvariable ist, 2 also tiberabzédhlbar viele
Elemente hat, so ist die Wahrscheinlichkeit P({wy,w2}) = P({w1}) + P({wa}) = 0 und (der
Grenzwert) X, (w) und X (w) unterscheiden sich in einer Menge {w € Q | X,,,(w) # X(w)}
mit Wahrscheinlichkeit 0. Man sagt, sie sind fast tiberall gleich bzw. die so skizzierte Folge
X, (w) konvergiert fast sicher gegen X (w).

Rechenregeln von fast sicher konvergenten Zufallsvariablenfolgen X,,,Y,:
e Falls X, 2% X und Y,, % Y, dann folgt auch: X,, + VY, =% X +Y.

e Falls X, *% X und Y,, 2% Y, dann folgt auch: X,, - Y,, 25 X - Y.

Bemerkung: Addition und Multiplikation erhalten die fast sichere Konvergenz.

3.4. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

2. Idee: Betrachte nicht mehr die Wahrscheinlichkeit des Limes, sondern den Limes der
Wahrscheinlichkeit der Differenzmengen.

Konvergenz in Wahrscheinlichkeit (convergence in probability)
Sei X, (w) eine Folge von Zufallsvariablen. X,, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X,
in Zeichen X,, — X (in probability), falls fiir alle € > 0 gilt, dass

lim p, := lim P(|X,—X|[g>¢) =0

n—o0

= lim P({weQ||Xy(w) - X(w)lr>€) =0

Wiéhrend man vorher zuerst den Limes der Zufallsvariablenfolge bildete und dann die Un-
terschiede zum Grenzwert mit der Wahrscheinlichkeit bewertete, geht man nun anders
vor. Fiir jedes Folgenglied X,,(w) und fiir jedes € kann man die Wahrscheinlichkeit p,, :=
P({we Q| |Xn(w) — X(w)| > €}) berechnen und bekommt somit eine Zahlenfolge p,, auf
[0, 1]. Geht diese Zahlenfolge gegen 0, so liegt X,, mit Wahrscheinlichkeit 1 in einem e-Band um
X und man sagt, dass X,, in Wahrscheinlichkeit gegen X konvergiert, in Zeichen X, L x
oder plim, . X, = X. Formal ausgedriickt: Eine Zufallsvariablenfolge X,, konvergiert in
Wahrscheinlichkeit gegen X, falls fiir alle € > 0 gilt, dass

lim p, = lim P(|Xn—X|R>€):nlLT§O P{we || Xy(w)— X(w)gr >€) =0

Betrachtet man Abbildung 3.4 mit zwei Folgengliedern und zwei verschiedenen ¢, so macht
dies keine Aussage mehr iiber die Identitdt zweier Zufallsvariablen. Es macht nur noch eine
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3. Konvergenz und Grenzwerte GR

Abbildung 3.4.: Zwei Zufallsvariablenfolgenglieder mit n; < no

Aussage dariiber, dass wenn man es genauer wissen will (e kleiner macht), man ein Folgenglied
finden wird, so dass die Wahrscheinlichkeit der Ergebnisse w, bei denen der Abstand grofler als
€ ist, 0 ist. Im Beispiel X,,, (w) und €; ist es gerade die Menge AU B, in denen sich X,,, (w) von
X (w) um mehr als €; unterschieden. Man kénnte nun X,,,(w) mit dem gleichen €; benutzen; da
X, (w) im €;-Band liegt, ist die Wahrscheinlichkeit fur Ergebnisse aufierhalb 0. Verengt man
nun das Band auf €, so unterschieden sich X,,,(w) und X (w) nur noch in C'. Hat die Menge
C Wahrscheinlichkeit 0, so miisste man keinen neuen Index finden, ist die Wahrscheinlichkeit

ungleich 0, so findet man wieder ein spéteres Folgenglied, ab dem die Menge der ,, Ausreifler
Wahrscheinlichkeit 0 hat.

Rechenregeln von in Wahrscheinlichkeit konvergenten Zufallsvariablenfolgen
D

e Falls X,, = X und Y, =5 Y, dann folgt auch: X, +Y, - X + Y.
e Falls X,, 2 X und Y, = Y, dann folgt auch: X, - Y, =5 X - Y.
Bemerkung: Addition und Multiplikation erhalten die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Konvergenz in Wahrscheinlichkeit fiir Zufallsvektoren

Es bezeichne y™ einen (n x 1)-Zufallsvektor, dessen Dimension mit n variiert.
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QR 3.5. Konvergenz in Verteilung

Eine Vektorfunktion a,, : R — R™ : a,, := a(y™) konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen
ay € R™, falls
T P (la(y") - agllsn < ) = 1.

Bemerkung: || - [|gm : R™ — R (vgl. Definition von oben).

Beispiel: 2 :R* — R : a(y") = 15" y,. Hier ist also m = 1. Bei 3, dem

T n

KQ-Schatzer mit & Regressoren ist m = k.

Rechenregeln fiir in Wahrscheinlichkeit konverigerende Zufallsvektoren

Seien {x,} und {y,} Folgen von Zufallsvektoren. Falls plim,_, . x,, und plim, . ya»,
dann gilt:

plim (x, £y,) = plim x, &+ plim y,, (3.1a)
n—oo n—oo n—oo
plim (xy,) = (plim x,)" (plim y,), (3.1b)
n—00 n—00 n—00

Diese Regeln gelten auch, wenn die Zufallsvektoren durch Matrizen mit Zufallsvariablen
mit entsprechenden Eigenschaften ersetzt werden.

3.5. Konvergenz in Verteilung

3. Idee: Betrachte nicht mehr die Zufallsvariablen als Funktionen, sondern betrachte nur noch
die Verteilungsfunktionen der Zufallsvariablen.

Konvergenz in Verteilung (convergence in distribution)

Sei X, (w) eine Folge von Zufallsvariablen. X,, konvergiert in Verteilung gegen X, in

Zeichen X,, —% X (in distribution), falls fiir die Funktionenfolge der Verteilungen F,, von
X, und der Verteilung F' von X gilt, dass

lim F,, = F punktweise

n—oo

Beispiel: Es sei {X,,} die weiter oben definierte Folge von Zufallsvariablen. Man
erinnere sich: X,, - X , wobei X ~ N(p,0?) ist. Sei nun Z eine normalverteilte

Zufallsvariable mit Erwartungswert p und Varianz o?. Dann gilt X, ~44 Z. Damit
haben X und Z die gleiche Verteilung, sind aber verschiedene Zufallsvariablen!

Zusammenhang zwischen den Konvergenzkonzepten

X, M X= X, X = X, 55X = X,-LHX (3.2)

(Ein Beispiel, weshalb die Umkehrung des dritten Folgepfeils nicht gilt, findet sich im
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3. Konvergenz und Grenzwerte ﬁR

BA-Modul Zeitreihendkonometrie, Abschnitt 5.1.4., ein Beispiel fiir die Umkehrung des
zweiten Folgepfeils im Beispiel der gleitenden Hiigel.)

Theorem iiber stetige Abbildungen (Continuous Mapping Theorem) (CMT)

 Sei h(-) eine stetige Funktion.

Falls X,, = X, dann gilt h(X,) <> h(X).

Falls X,, 2+ X, dann gilt h(X,) - h(X).

Falls X,, -% X, dann gilt h(X,) -5 h(X).

Bemerkung: Stetige Transformationen erhalten die Konvergenzkonzepte.

« Fir Folgen von (k x 1)-Zufallsvektoren x,, gilt entsprechend:
Gegeben sei eine stetige vektorwertige Funktion h : R¥ — R™, dann gilt fiir « €

{a.s.,p,d}
Falls x,, — x, dann gilt h(x,) — h(x). (3.3)

(Vgl. z. B. ( , Theorem 3.2).)

Betrachten Sie zur Verdeutlichung die Funktion

f($)={0 T <2

1 z>2

und die Zahlenfolge a, = 2 — % Dann ist offensichtlich lim,,_,., a, = 2 monoton von links.
Man sieht nun schnell, dass der Grenzwert der Funktionswerte ungleich dem Funktionswert
des Grenzwerts ist:

lim f(a,) =" lim 0=0#1=f(2) = f(lim a,)

n— oo n—

Bisher wurde noch nicht untersucht, auf welche Art und Weise Konvergenz in Verteilung
beibehalten wird, sehr berithmt ist dabei folgendes Theorem:

Slutzky’s Theorem
Sei x,, % x und Yo —= ¢ mit ¢ € R? konstant. Dann gilt

yix, 4y T, (3.4)
Vgl. ( , Theorem 3.6).

Das Theorem gilt auch, falls y und ¢ durch entsprechend dimensionierte Matrizen ersetzt
werden.
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Q 3.6. Beispiel der gleitenden Hiigel: Konvergenz in Wahrscheinlichkeit # Fast sichere
" Konvergenz

Hinweis: Der Term Slutzky’s Theorem wird in der statistischen und 6konometrischen Literatur
nicht einheitlich verwendet. So bezeichnet ( ) in seinem Theorem 3.1.3 als
Slutzky’s Theorem die Aussage (3.3) fur Skalare und Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Fazit:

» Konvergenzbegriffe, die unterschiedliche , Abstande“ Eigenschaften von (Zufalls-) Variablen
messen (und deren Zusammenhénge in und unter ihnen).

» Fiir 6konometrische Aussagen sind im Allgemeinen nur die beiden ,letzten“, Konvergenz
in Wahrscheinlichkeit und in Verteilung, interessant.

o Fiir ein besseres Verstandnis der 6konometrischen Theorie benotigt man auch die
Kenntnis der anderen Konvergenzbegriffe.

3.6. Beispiel der gleitenden Hiigel: Konvergenz in Wahrscheinlichkeit %
Fast sichere Konvergenz

Betrachtet man anfangs der Einfachheit halber die doppelt indizierte Zufallsvariablenfolge
1 fallsw € [a,b]

X, auf Q = [0, 1], wobei n, k € N, k < n und I, 4(w) := ,
g au [0, 1], wobei n n und Jig 5 (w) 0 falls w g [a,b

X11 = I
Xo1 = Toay2 Xoz = Ipyay
X31 = Ijp,1/3) Xzo = Ijiy32/3) Xas = Ijg/37)

so erkennt man schnell deren Struktur. Die Graphen dieser Zufallsvariablen sind ,, gleitende
Hugel“, die mit wachsendem n immer schmaler werden (n ist die Anzahl der Intervalle, in
denen man das Einheitsintervall unterteilt, k£ das Intervall, in dem man sich befindet). Geméaf
der lexikographischen Ordnung kann man aus X,,; eine Zufallsvariable Y,, erzeugen:

Yi=X11,Ys = Xo1, Y5 = X090, Yy = X3, Y5 = Xso, ...

Damit erkennt man:

o Y, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 0, denn fiir beliebiges € € (0, 1) gilt P (| X, — 0] > ¢)

n gleichgrofle Intervalle
P (X, > €) = 1
Hiigel zu befinden geht gegen 0)

n—oo

— 0 (in Worten: die Wahrscheinlichkeit sich auf einem

« Y, konvergiert nicht fast sicher gegen 0, denn die Zufallsvariablenfolge Y,, konvergiert an
keinem Punkt punktweise (konvergiert sie nirgends punktweise, so trivialerweise auch nicht
fast sicher, da dabei die Menge aller Ausreiler Wahrscheinlichkeit 0 haben): Zu zeigen: fiir
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3. Konvergenz und Grenzwerte GR

alle w € ) existiert € > 0, so dass fiir alle N € N ein n > N existiert mit |Y,, — 0| =Y, > e.
Sei w € € fest, aber beliebig, e = 0.5, N € N fest, aber beliebig und ohne Einschrankung
gilt Yiy(w) = 0. Sei Yy = X,y und ohne Einschrinkung w = £ ¢ [K'/n/, (K’ + 1)/n’]
(falls irrational, nutze eine rationale Anndherung; falls k* = 1 oder k* = n*, trivial).
Dann liegt w in jedem Intervall [w — 1/r,w + 1/r] = [E=0% ™40 iy beliebiges r € N.
Waéhle nun r mit dem Archimedischen Axiom, so dass einerseits rn* > n’ und andererseits
[w—1/r,w+ 1/r] C [0,1]. Definiere k = rk* —n* € N (wegen ,andererseits“), dann ist

Ya(w) = X, . j(w) =1 >€e=05 fir o > N.

Siehe z. B. ( , Example 5.5.8, p. 234-5).

84



Teil 1.

Okonometrische Methoden



4. Einfiihrung

Ziel dieses Kurses:

Erlernen der 6konometrischen Grundlagen in Theorie und Praxis, die fiir eine sorgfaltige
empirische Analyse 6konomischer Fragestellungen relevant sind.

Beispiele 6konomischer Fragen, die eine empirische Analyse erfordern:

Fihrt eine Reduktion der Klassengrofie
(Schule, Universitat) zu besseren Lerner-
gebnissen? (Vgl. ,
Section 1.1.)

Wirkung von Fortbildungsmafinahmen
der Bundesanstalt fiir Arbeit (BA): Er-
hoht sich hierdurch das verbleibende Le-
benseinkommen, reduziert sich die Ar-
beitslosigkeitsdauer?

Kommt es in den kommenden Jahren zu

einer hoheren Inflation?

Welche Faktoren beeinflussen die lander-
spezifischen Importe nach Deutschland?

Verstehen dynamischer Prozesse

Welche Faktoren beeinflussen die Lange
und Intensitat von Konjunkturzyklen?

Welche Faktoren beeinflussen das Wirt-
schaftswachstum, die Einkommens- und
Vermogensverteilung?

In den genannten Beispielen geht es hédufig um das Bestimmen von kausalen Variablen.

4.1. Aussagen iiber kausale Zusammenhange

Die Kenntnis kausaler Zusammenhénge ist Voraussetzung fiir die Evaluation von geplan-
ten oder durchgefiihrten (wirtschaftspolitischen, betrieblichen, etc.) Manahmen.

Kausalitat

o Gangiges Verstandnis: “causality means that a specific action leads to a specific,

measurable consequence (

, p- 8)



4.1. Aussagen liber kausale Zusammenhéinge

« Genau betrachtet: Die Wirkung einer Aktion ist im Einzelfall immer unbekannt, denn

— ist Individuum/Einheit/Variable ¢ von einer Aktion / Mafinahme betroffen, kann
man fiir ¢ nur das Ergebnis mit der Aktion beobachten, nicht jedoch das Ergebnis,
wenn die Aktion nicht durchgefithrt worden wére.

— Ist alternativ Individuum/Einheit /Variable ¢ von dieser Aktion nicht betroffen, kennt
man nur das Ergebnis ohne Aktion, aber nicht das Ergebnis fiir dieses ¢, wenn es
von der Aktion betroffen gewesen ware.

Der jeweils nicht eingetretene Fall ist der kontrafaktische Zustand und wiirde die
Antwort auf eine “Was wire wenn? “-Frage liefern.

In der Sprache der Okonometrie: Der individuelle Erfolg einer Mafinahme ist immer
unbeobachtbar, da es er immer eine kontrafaktische Grofle enthélt.

o Messbar ist jedoch unter bestimmten Voraussetzungen die durchschnittliche Wir-
kung einer Aktion auf eine Gruppe von Individuen.

e Definition von Kausalitat: Im Folgenden bezeichnen wir eine Aktion oder Maf3-
nahme als kausal, wenn eine durchschnittliche Wirkung einer Aktion messbar
ist.

A “causal effect is defined to be an effect on an outcome of a given action or treatment,
as measured in an ideal randomized controlled experiment ( ,

p. 9)"

o Ceteris paribus: Werden alle anderen kausalen Variablen aufler die interessierende
Variable konstant gehalten und nur die interessierende Aktion durchgefiihrt, betrachtet
man das Ergebnis der Aktion ceteris paribus (c. p.).

o Beachte: Fiir die Existenz eines kausalen Effekts ist Voraussetzung, dass eine Aktion
auch auf einzelne Individuen einen Effekt hat.

Messbarkeit von kausalen Zusammenhange

Eine Quantifizierung der durchschnittlichen Wirkung einer Aktion, also die
Quantifizierung eines kausalen Zusammenhangs auf Basis eines 6konometrischen Mo-
dells ist nur moglich, wenn

1. ein ideales kontrolliertes Zufallsexperiment durchgefiihrt werden kann oder wenn

2. eine Stichprobe von einem Quasi-Experiment vorliegt und spezifische Identifikati-
onsannahmen getroffen werden oder wenn

3. das okonometrische Modell aus einem kausal interpretierbaren (6konomischen) Mo-
dell abgeleitet wurde, das eine fiir die Fragestellung hilfreiche Approximation der
Realitét darstellt.
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4. Einfiihrung

In diesem Kurs betrachten wir nur Fall 3.

Die Falle 1. und 2. sind genauer in den Abschnitten 2.2 und 2.3 in Weiterfiihrende Fra-
gen der Okonometrie beschrieben und werden in der MA-Veranstaltung Methoden
der Politikevaluation detailliert behandelt. Sie spielen in der Evaluationsforschung
eine grofe Rolle.

Kontrolliertes Zufallsexperiment

Eine Gesamtgruppe von Individuen wird in eine Maflnahmengruppe / Teilnehmer-
gruppe (treatment group) und eine Kontrollgruppe unterteilt. Letztere enthélt alle
Individuen, die an einer Mafliname nicht teilnehmen. Das zentrale Merkmal eines kon-
trollierten Zufallsexperiments ist, dass die Teilnehmer der Mafinahmengruppe zufillig
ausgewahlt werden.

Beispiel: Klassengrofle Zu Beginn eines Schuljahres werden Schiiler (und
Lehrer, etc.) einer Schule zufillig auf kleine und groie Klassen aufgeteilt. Auf
diese Weise wird vermieden, dass SchiilerInnenn mit bestimmten Eigenschaften
vornehmlich in einer Klassengrofie zu finden sind.

Quasi-Experiment / Natiirliches Experiment

Haufig ist es aus rechtlichen, ethischen, 6konomischen oder anderen Griinden nicht méglich,
ein kontrolliertes Zufallsexperiment durchzufiihren.

Unter bestimmten zusdtzlichen Annahmen an die Grundgesamtheit konnen daraus
gewonnene Stichprobenbeobachtungen behandelt werden, als ob ein kontrolliertes Zufalls-
experiment vorliegen wiirde.

Beachte: Fiir viele 6konomische Fragestellungen, z. B. makrodékonomischer Art, sind weder
kontrollierte Zufallsexperimente durchfithrbar, noch kénnen natiirliche Experimente beobachtet
werden. Dann kann die kausale Interpretation eines 6konometrischen Modells nur auf Grundlage
eines 6konomischen Modells, das dem 6konometrischen Modell zugrundeliegt, erfolgen.
Simultanitidt und Kausalitat
Beobachtet man zwei Variablen y und x in der gleichen Zeitperiode, bspw. fiir das Jahr
2014, dann ist es moglich, dass

1. beide Variable eine simultane Beziehung ausweisen, sich also gegenseitig und gleich-
zeitig, beeinflussen
T4y

oder

2. eine Variable fiir die andere kausal ist, bspw. x fiir y,

r—rYy
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QR 4.1. Aussagen tiber kausale Zusammenhéange

oder

3. beide Variablen durch eine dritte Variable beeinflusst werden, sich aber nicht gegenseitig
beeinflussen

x
z—>{ T A=Yy Ao
y

oder

4. kein Einfluss besteht

Beachte:

o Prinzipiell muss man bei einer empirischen Analyse mit mehreren potentiellen Variablen
in einer Zeitperiode davon ausgehen, dass Simultanitat, also Fall 1, vorliegt. Erst ein
theoretisch oder statistisch begriindeter Ausschluss einer Wirkungsrichtung erméglicht
Simultanitéit auszuschlieen und Fall 2, genau eine kausale Beziehung, zu erhalten. Oder
auch Fall 4 zu erhalten, dass keine kausale Beziehung vorliegt.

o Ob Fall 2. vorliegt, kann unter bestimmten Voraussetzungen statistisch getestet werden
(sieche Veranstaltung Methoden der Politikevaluation).

« Eine statistische Uberpriifung von Fall 4. kann mit Methoden der Modellselektion erfolgen,
siche Kapitel 10.
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@

Beispiel: Einflussfaktoren von Importen
Ziel /Wissenschaftliche Fragestellung:

Ermittle die Faktoren, die die Importe nach Deutschland beeinflussen, und quanti-
fiziere ihren Einfluss.

Erste Uberlegungen: Welche Variablen einer Zeitperiode konnten relevant sein
und welche Wirkungsrichtungen kénnten zwischen diesen existieren?

Der (m x 1)-Vektor s; € R™ enthalt alle Variablen, die fiir die Analyse relevant
sein konnten. Im Folgenden sind beispielhaft und unvollstandig (!) aufgefiihrt:

« Humankapital des Exportlandes (s7)

» Koloniale Vergangenheit beider Lander (ss)
 Bruttoinlandsprodukt des Importlandes (s3)
« BIP des Exportlandes (s4)

« Entfernung zu Exportland (s5)

o Fliche des Exportlandes (sg)

« Offenheit in einem Land (s7)

« Importe (sg)

« unspezifiziert (so)

Abbildung 4.1 zeigt diese Variablen und unterstellt fiir alle Variablenpaare zunéchst
Simultanitat.

Um die Zahl der simultanen Beziehungen zu reduzieren, erscheint folgende Annahme
auf jeden Fall gerechtfertigt:

Annahme: Flache und Entfernung werden nicht durch andere Variablen beein-
flusst.

Man erhalt Abbildung 4.2.

Eine weitere Reduktion simultaner Beziehungen erfolgt am Besten durch ein 6ko-
nomisches Modell, das allerdings weitere Annahmen erfordert. In Abschnitt 6.3
wird ein 0konomisches Modell dargestellt, das es ermdoglicht, alle verbleibenden
simultanen Beziehungen zwischen Importen (sg) und den anderen Variablen ent-
weder ganz zu eliminieren oder in eine kausale Wirkungsrichtung umzuwandeln.
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4.1. Aussagen liber kausale Zusammenhéinge

Man erhalt Abbildung 4.3, in der im Vergleich zur Abbildung 4.2 sich die Zahl und
Art der Beziehungen zwischen den Importen und den anderen Variablen verédndert
hat, nicht jedoch die Zahl und Art der Beziehungen zwischen den potenziellen
Einflussvariablen.
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Abbildung 4.1.: Einflussfaktoren auf Handelsstrome: mogliche simultane Beziehungen
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Abbildung 4.2.: Einflussfaktoren auf Handelsstrome: erste Reduktion an simultanen Beziehungen: blaue Pfeile
zeigen kausale Beziehungen an
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Abbildung 4.3.: Einflussfaktoren auf Handelsstrome: kausale und simultane Beziehungen auf Basis eines
O6konomischen Modells plus weitere relevante Einflussfaktoren; gestrichelte Pfeile stellen die
relevanten kausalen Beziehungen dar (spater Modell 2).

Abbildung 4.4.: Einflussfaktoren auf Handelsstrome: kausale und simultane Beziehungen auf Basis eines
Okonomischen Modells plus weitere relevante Einflussfaktoren; gestrichelte Pfeile stellen die
relevanten kausalen Beziehungen dar (spater Modell 4).
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4. FEinfiihrung GR

Um die Ausgangsfrage zu beantworten, miissen die verbleibenden kausalen Bezie-
hungen in Abbildung 4.3 quantifiziert werden. Dies erfolgt im einfachsten Fall mit
einem multiplen linearen Regressionsmodell.

In der Realitat stellt das unterstellte 6konomische Modell vermutlich eine zu starke
Vereinfachung dar, so dass weitere Einflussfaktoren geeignet berticksichtigt werden
miissen. Ein Beispiel zeigt Abbildung 4.4. Wie dies effizient geschieht, ist ebenfalls
Gegenstand dieses Kurses.

Multiples lineares Regressionsmodell

« Um die (durchschnittliche) Wirkung einer Aktion, in obigem Beispiel eine Anderung
der Wirtschaftskraft im Exportland auf die Importe quantifizieren zu kénnen, ist es
i. Allg. nicht ausreichend, nur diese beiden Variablen in einem Modell zu betrachten.
Stattdessen miissen i. Allg. alle relevanten kausalen Variablen im Modell beriicksichtigt
werden.

o Hat man gut begriindet, dass die Variablen zi, ..., z,_; die Variable y kausal beeinflus-
sen und ist man an der Quantifizierung des kausalen Effekts der Variable z; auf die
Variable y interessiert und unterstellt einen linearen Zusammenhang (in den Parametern
B1, ..., Pk), dann ergibt sich ein Beispiel eines multiplen linearen Regressionsmo-
dells

y =01+ Paz+ -+ Prar—1 +u (4.1)

— Die Variable u wird als Fehlerterm bezeichnet, der alle nicht modellierbaren / nicht
modellierten Einfliisse enthélt. Eine Moglichkeit, © genauer zu interpretieren, ist mit
(5.29) gegeben.

— Die Variable y wird als endogene Variable bezeichnet, da sie durch das Modell
erklart wird / werden soll.

— Die fir y als kausal postulierten Variablen z; werden als exogene Variablen
bezeichnet.

In den folgenden Kapiteln werden die Eigenschaften und Annahmen bzgl. dieser
Variablen genauer spezifiziert werden.

o Eine Quantifizierung des kausalen Effekts von z; auf y erfolgt, indem (5 bestimmt wird.
Hierfiir ist eine

1. Stichprobe mit geeigneten Daten und

2. ein geeiggnetes 6konometrisches Schatzverfahren notwendig.

Beispiel: Einflussfaktoren von Importen Aus Abbildung 4.3 folgt das
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QR 4.1. Aussagen tiber kausale Zusammenhéange

Modell mit y = sg, 21 = 84, 20 = S5

Importe = 31 + Po BIP + B3Ent fernung + u (4.2)

« In Kapitel 12 und 13 werden auch dynamische Modelle betrachtet. Hierbei wird immer
unterstellt, dass verzogerte endogene Variablen, also Variablen, die in Vorperioden der
betrachteten Periode liegen, kausal sind. Um eine allgemeine Notation zu ermoglichen,
werden die Variablen auf der rechten Seite typischerweise mit x; bezeichnet.

y =01+ Powo+ -+ Brrp +u (4.3)

Das multiple lineare Regressionsmodell (4.3) ist ein zentrales Werkzeug fiir alle
im Folgenden genannten Ziele empirischer Analysen und steht deshalb im Mittelpunkt
dieses Kurses.

e Die Variablen y und x haben in der Literatur verschiedene Bezeichnungen.

Namen fiir Variablen in Regressionsmodellen

Y x
Abhéngige Variable = Unabhéngige Variable
Erklarte Variable Erklarende Variable
Antwortvariable Kontrollvariable
Prognosevariable Wirkungsvariable/Prediktorvariable
Regressand Regressor
Covariate

Simultane Gleichungsmodelle

e In manchen Analysen besteht zwischen dem interessierenden y und anderen Variablen
s; eine simultane Beziehung. Dann liegen mehrere endogene Variablen vor, die explizit
oder indirekt gemeinsam modelliert werden miissen.

o FKin einfaches Beispiel fiir ein simultanes Gleichungsmodell findet sich in Abschnitt 5.2,
Gleichungen (5.8) und (5.9).

o Die Schitzung von simultanen Gleichgewichtsmodellen wird im MA-Modul Fortge-
schrittene Okonometrie behandelt.

Ziele empirischer Analysen

1. Identifikation und Quantifizierung von kausalen Zusammenhangen
2. Falsifizierung postulierter 6konomischer Zusammenhénge

3. Punkt- und Intervallprognosen
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4. Analyse und Evaluation von erfolgten/geplanten Mafinahmen (wirtschaftspolitisch,
betrieblich, etc.)

5. Bewertung von Unsicherheit und Risiko

4.2. Was ist Okonometrie?

Okonometrie
o bietet Losungen an, mit unbeobachteten Faktoren in 6konomischen Modellen umzugehen,

o bietet “both a numerical answer to the question and a measure how precise the answer is

( ,p-7)7,

 bietet Werkzeuge zur Widerlegung 6konomischer Hypothesen an, indem mittels statistischer
Methoden Theorien mit empirisch erhobenen Daten konfrontiert werden, und bietet Werk-
zeuge zur Quantifizierung der Wahrscheinlichkeiten an, mit denen solche Entscheidungen
falsch sind, (siehe u. a. Kapitel 11)

o erlaubt die Quantifizierung der Risiken von Vorhersagen, Entscheidungen und sogar
ihrer eigenen Analyse, (siehe u. a. Abschnitt 9.3 und folgende)

o erlaubt die Quantifizierung von kausalen Zusammenhéngen, die sich aus einem 6ko-
nomischem Modell ergeben.

Grundsatzlich:
« Quantitative Antworten beinhalten immer Unsicherheit. Unsicherheit besteht beziiglich:
— des “wahren” (datengenerierenden) Mechanismus,
— der Auswahl der Variablen in der empirischen Analyse,
— der Messung der Variablen,
— der Wahl des 6konometrischen Modells,
— der statistischen Qualitédt des Schétz- oder Prognoseverfahrens.

o Zur Quantifizierung von Unsicherheit ist der Werkzeugkasten der Wahrscheinlichkeits-
theorie sehr niitzlich, aber nicht nur dafur ....

4.3. Bestandteile einer empirischen Analyse

Eine empirische Analyse sollte einer strukturierten Vorgehensweise folgen, die im Verlauf des
Kurses begriindet werden wird. Sie ist wie folgt gegliedert:
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4.3. Bestandteile einer empirischen Analyse

I. Okonomischer Analyseteil
1. Wissenschaftliche Fragestellung
o Sorgfaltige Formulierung der interessierenden Fragestellung bzw. des Problems.
2. Okonomisches Modell

» Sperzifizierung eines 6konomischen Modells.

Identifizieren von kausalen und simultanen Beziehungen.
o Gewinnen von Hypothesen, die empirisch tiberpriift werden sollen.
o Interpretation von Modellparametern.

3. Datenverfiigbarkeit

o Welche Daten sind hinsichtlich des 6konomischen Modells erforderlich und liegen
bereits vor, bzw. lassen sich beschaffen?

II. Okonometrischer Modellierungsprozess
1. Auswahl einer Klasse 6konometrischer Modelle

o Berticksichtigen der Variablen aus dem 6konomischen Modell und deren Verfiigbar-
keit.

o Beriicksichtigen der funktionalen Zusammenhédnge aus dem okonomischen Modell
bzw. Approximation derselben.

« Uberlegen, ob datengenerierender Mechanismus (DGP) in Modellklasse enthalten
sein konnte.

o Ggf. formulieren statistisch iiberpriifbarer Hypothesen beziiglich des DGPs.

o Wahl von Schatzmethoden mit giinstigen Schéatzeigenschaften: Welches Schétzver-
fahren ist geeignet und moglichst effizient, d. h. nutzt die Stichprobeninformation
moglichst gut aus? Welche Eigenschaften hat das gewdhlte Schéatzverfahren?

2. Beschaffen von Daten: Erheben einer Stichprobe
o Charakterisierung der Stichprobenerhebung.

3. Spezifizieren, Schiatzen und Auswihlen von einem oder mehreren 6konome-
trischen Modellen:

o Verwenden geeigneter Schatzmethoden.
o Verwenden geeigneter Modellwahlmethoden.

4. Uberpriifen der gewihlten Modelle
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o Ist das gewahlte Modell korrekt spezifiziert? Falls ja, so fehlen keine relevanten
erklarenden Variablen, die funktionale Form ist korrekt gewédhlt und die Annahmen
beziiglich der Fehler sind erfiillt.

o Sind die Annahmen fiir das gewéhlte Schatzverfahren erfiillt, so dass die statistichen
Eigenschaften des Schatzverfahrens gelten und die Inferenz zuléssig ist?

o Falls Annahmen verletzt, Spezifikation und Schétzen alternativer Modelle mit ggf.
anderen Variablen und/oder Wahl alternativer Schétzverfahren — Gehe wieder zu
Schritt 1 oder Schritt 3.

5. Verwenden der gepriiften Modelle:

o Testen der statistischen Hypothesen: Werden die postulierten (6konomischen) Hypo-
thesen durch die Daten statistisch widerlegt?

e Prognosen

o Interpretation interessierender Parameter

Die fiir die einzelnen Schritte relevanten 6konometrischen Verfahren werden in den folgenden
Kapiteln besprochen.
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5. Grundlagen der Schatz- und Testtheorie

5.1. Stichproben und datengenerierende Prozesse

Es bezeichne s; einen m x 1-Vektor von Zufallsvariablen.
Stichproben

 Eine Stichprobe ist eine Teilmenge der Grundgesamtheit, die erhoben werden kann (=Zu-
fallsvektor) oder bereits erhoben wurde (Realisation eines Zufallsvektors). Eine Stichprobe
der Stichprobengrofle n ist gegeben durch

{St,t:L...,n}.

« Die stochastischen Eigenschaften einer Stichprobe sind vollsténdig durch die gemeinsame
Dichte aller n Stichprobenbeobachtungen beschrieben:

fsl,s2 ..... sn(517S2,--->Sn)-

Bzgl. dieser gemeinsamen Dichte ist eine Stichprobe eine mogliche zukiinftige oder
bereits erfolgte Realisation mit n Beobachtungen s;.

e Arten von Stichproben:

— Zufallsstichprobe: Die n Stichprobenbeobachtungen s;, t = 1,...,n werden zufallig
gezogen, d. h. sie sind unabhéangig und identisch verteilt (independently and
identically distributed) (IID), d. h. zusétzlich zu (2.22) sind die marginalen Dichten
identisch,

fsi,..8. (81,82, ..., 8,)=fs(s1) fs(s2) -~ fs(sn) = ﬁfS(St)- (5.1)

Der grofle Vorteil von Zufallsstichproben ist, dass ausschliefllich die gemeinsame / mar-
ginale Dichte fs(s;) bestimmt werden muss und nicht die gemeinsame Dichte aller
Stichprobenbeobachtungen. Alle Stichprobenbeobachtungen sind Ziehungen aus der
gleichen Dichte.

— Es bestehen stochastische Abhangigkeiten zwischen den einzelnen Stichprobenbeob-
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achtungen s;, d. h. die Zerlegung (5.1) gilt nicht. Dann gilt

f81,82,..,8, (81,82, ..., 8n) = fs,I8n_1,..8: (Sn|Sn—1,...,51)
fSn71|Sn72,...,S1 (Sn,1|sn,2, ce e 751)
- fsulsi (S2/81) fs, (1) (5.2)

n
= H fSt|St,1,..A,Sl(St‘st71> <. ,S1)
t=1

indem das Theorem von Bayes mehrfach angewendet wird. Die gemeinsame Dichte lasst
sich bei abhangigen Beobachtungen als ein Produkt von bedingten Dichten darstellen.

— Notiert der Index t die Beobachtungen die Zeit, sind die Beobachtungen eindeutig
sortiert. Dann wird die zeitlich geordnete Kollektion von Zufallsvariablen {si,...,s,} als
stochastischer Prozess bezeichnet und eine beobachtete Stichprobe als Zeitreihe. Zu
deren Modellierung werden Zeitreihenmodelle verwendet. Ist m = 1 und s; ein Skalar,
so liegt eine univariate Zeitreihe vor. Ist m > 1 und s; ein Vektor, untersucht man
eine multivariate Zeitreihe. Eine Einfiihrung in univariate Zeitreihenmodelle findet
sich in Abschnitt 12.3.1.

Es ist moglich, dass die bedingten Dichten fs,s, ,,..s,(St[St—1,...,81) von der Zeit ¢
abhangen. Sie konnen beispielsweise von Saisonkomponenten oder einem Zeittrend
abhangen. Dies wird entweder durch geeignete Indizes an den bedingten Dichten oder
entsprechende Variablen in der Bedingung der Dichten kenntlich gemacht. Mehr dazu in
Kapitel 13.

— Liegen fiir alle Einheiten im Querschnitt Zeitreihendaten vor, spricht man von Panelda-
ten, siche MA-Veranstaltung Angewandte Mikrokonometrie.

Datengenerierender Mechanismus, datengenerierender Prozess (data generating
process (DGP)):

o In der Okonometrie/Statistik wird anstelle des Begriffs Grundgesamtheit hiufig das Kon-
zept datengenerierender Mechanismus oder datengenerierender Prozess (data
generating process (DGP)) verwendet. Damit wird der stochastische Mechanis-
mus bezeichnet, der die beobachteten Stichprobendaten {sy,ss,...,s,} in der realen Welt
erzeugt haben kann ( , Sections 1.5, 3.1).

« Der DGP, der einer Zufallsstichprobe von n Beobachtungen {si, s, . .., s, } zugrundeliegt,
wird vollstandig durch die gemeinsame / marginale (m = 1) Dichte fs(s) bestimmt.

o Im Fall abhangiger Stichprobenbeobachtungen, typischerweise bei Zeitreihen, die
durch einen stochastischen Prozess erzeugt werden, miissen aufgrund (5.2) die bedingten
Dichten fs, ,is, ,,...8, (St—1]St—2, . . ., 51) betrachtet werden.

Beispiel: DGP fiir tagliche Renditen des DAX:

Annahme bzgl. DGP: Die taglichen DAX-Renditen sind unabhéngig und identisch
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QR 5.2. Okonometrische Modelle

normalverteilt
yi ~ NID(uo,03). (5.3)

Der Erwartungswert o und die Varianz o3 sind fest, aber unbekannt. Alternative
Schreibweise, vgl. (2.6):

1 (y—
(e po, 05) = ;gcb (y MO) (5.4)

0o

e Wie im vorherigen DAX-Beispiel werden in diesem Text Parameter eines DGP immer mit
Index 0 notiert.

Ist man nur am Teil des DGPs fiir die endogenen Variablen gegeben die kausalen Variablen
interessiert, so zerlegt man die Dichte f(s;) geeignet in bedingte Dichten.

Es bezeichne

w; Variablen ohne direkten Einfluss auf y;,
st = | ¥+ | = {zu erkldrende/endogene Variablen (5.5)
Zt erkldrende/exogene Variablen
T
Einflussfaktoren von Importen w; = <51 So  S3 39> , Yy = Sg, Zy =

(54 S5 Sg s?, s3 ist irrelevant, wenn nur ein Importland und eine Periode
betrachtet wird.

Dann ist (allgemein) folgende Faktorisierung

fs(st) = fwiv.z(Welye, z0) fyiz(Yelze) fz(ze) (5.6)

sinnvoll.

Zur Erklarung von y; gegeben die erklarenden Variablen z; ist ausschlieflich die bedingte
Dichte

fyiz(y:lz:)

notwendig. Weder die bedingte Dichte fwy z(W|y,z), noch die gemeinsame Dichte fz(z;)
miussen betrachtet werden, was den Modellierungsprozess wesentlich vereinfacht!

5.2. Okonometrische Modelle

Zur Vereinfachung der Notation betrachten wir in diesem Abschnitt ausschliefilich Modelle fiir
Zufallsstichproben.

Modelle fiir Stichproben mit stochastisch abhédngigen Beobachtungen werden in Abschnitt
13.2 behandelt und stellen eine Erweiterung der Modelle aus diesem Abschnitt dar.
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5. Grundlagen der Schatz- und Testtheorie ﬁR

« Ein 6konometrisches Modell M ist eine Familie von Funktionen M (-) in Abhéngigkeit
von den Daten und einem p* x 1 Parametervektor . Die Funktionen kénnen (6konomische)
Zusammenhénge beschreiben und enthalten implizit oder explizit eine vollsténdige oder
teilweise Beschreibung des DGP oder zumindest eine Approximation des DGP (

, Section 4.1.1). Die Menge an moglichen und erlaubten Parametern wird als
Parameterraum W bezeichnet

M= {M(s;%),yp € ¥}, ¥R, (5.7)

« Strukturelle Form eines Modells: Wesentliche Parameter des Modells kénnen (6kono-
misch) interpretiert werden.

Beispiel: Angebots- und Nachfragefunktionen Die Variable g4 bezeichnet
die Angebotsmenge fiir ein Gut gegeben dessen Preis p, die Variable gy die
Nachfragemenge desselben Gutes gegeben dessen Preis p, die Variablen z; und 2z
sind exogen. Die Fehlerterme sind mit @%; und 4y notiert. Ein einfaches Beispiel
fiir eine Angebots- und eine Nachfragefunktion ist dann

Angebotsgleichung: ¢4 = ayp + S121 + 1, (5.8a)
Nachfragegleichung: gy = aap + Bazo + 1o, (5.8b)
Gleichgewichtsbedingung : ¢4 = gy = q. (5.8¢)

Liegt Marktraumung vor, sind gy und ga prinzipiell unbeobachtbar, da nur
die Marktraumungsmenge ¢ beobachtbar ist. Die Parameter a; und as sind
6konomisch interpretierbar und zwar als die Preiselastizitdt des Angebots bezie-
hungsweise die Preiselastizitdt der Nachfrage.

Beispiel: simultanes Gleichungsmodell Das Gleichungssystem (5.8) lasst
sich als simultanes Gleichungsmodell schreiben, indem man y; = g4 und yo = p
setzt und die Nachfragegleichung durch —ay dividiert und umstellt. Man erhalt
dann ein simultanes Gleichungsmodell mit zwei endogenen Variablen

Y1 = QuaYa + Bu1 + Praz1 + ug, (5.9a)
Y2 = ag1y1 + Pa1 + Pazze + ua. (5.9b)

In (5.9) (und in (5.8)) stehen auf der rechten Seite nicht nur kausale Variablen,
so wie in (4.1), sondern auch endogene Variablen. Der Parameter a2 misst den
kausalen Effekt yo — y; und der Parameter oy, den kausalen Effekt y; — 5.
Unterstellt man zusatzlich

E[ullzl, ZQ] = O, E['Uq’Zl, ZQ] = O, (590)

o7 =Var(ul|z1, ), o7 = Var(us|z, 22), (5.9d)

T
ergibt sich fiir das simultane Gleichungsmodell (5.9) mit s, = (yu Yor 21t z2t>
der Parametervektor

l[’:(au Bu Pz 0f am; Pa P a%). (5.10)
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QR 5.2. Okonometrische Modelle

 Es ist moglich, wie im Fall eines simultanen Gleichungsmodellen (5.9), dass die Elemente
von strukturellen Modellen keine Menge von bedingten Dichten oder Teile davon (wie
z. B. bedingte Erwartungswerte) enthalten. In solchen Fallen muss das strukturelle Modell
umgeformt werden, damit die Elemente des abgeleiteten Modells bedingte Dichten oder
Teile davon sind.

Notation: Bei dieser Umformung entsteht auch ein neuer Parametervektor @ der Lange
p, der sich aus dem Parametervektor @ der strukturellen Form ergibt und typischerweise
weniger Parameter, p < p* hat. Wir schreiben dann

0 =0(y) € @ firalley c P. (5.11)
Der dazugehorige Parameterraum ist also ©.

o Werden gemeinsame Dichten fiir s; betrachtet, die von einem Parametervektor 1 abhéngen,
schreibt man

fs(st;0) = fs(si; 0(v)).
Damit lésst sich die Menge aller Dichten, die durch ein strukturelles Modell M impliziert
werden, schreiben als

Mp = {fs(s:;0(¢)), ¢ € ¥}. (5.12)
In vielen Standardfallen entspricht das strukturelle Modell bereits der Modelldefinition
(5.12). Deshalb definieren ( , Section 3.1) ein 6konometrisches

Modell als eine Menge Mp an moglichen DGPs. Die hier verwendete Definition (5.7) ist
jedoch allgemeiner.

o Ein Parametervektor 1 eines Modells, fiir den die durch das Modell implizierte Dichte
fs(s¢; @) der Dichte des DGP fs(s;) entspricht, also

fs(s:0(t0)) = fs(s) (5.13)

gilt, wird mit 1), notiert und héufig als wahrer Parametervektor oder korrekter
Parametervektor bezeichnet. Entsprechendes gilt fiir 8y = 0(1),).

e Modelle M p werden auch als Modelle in reduzierter Form bezeichnet. Die interessierenden
Parameter @ eines Modells in reduzierter Form sind nur interpretierbar, wenn die strukturelle
Form und reduzierte Form eines Modells identisch sind. Mehr dazu in Abschnitt 13.3.

Beispiel: DAX-Renditen — Fortsetzung: Das Modell mit s; = y, umfasst
alle moglichen DGPs der Art

y, ~ NID(p,0%), 0= (’g) €O c (RXR+). (5.14)

Bzw.:

]_ _
M =M)p = {f(yt;u,UQ) = O_d)(yta M)ALGR,GGR*}-

Das strukturelle Modell ist ein Menge von Dichten M.

103



5. Grundlagen der Schatz- und Testtheorie ﬁR

Beispiel: simultanes Gleichungsmodell — reduzierte Form

Um die folgenden Darstellungen zu vereinfachen, wird das simultane Gleichungs-
system (5.9) in Matrixschreibweise geschrieben

7))+ (5 2)6) )
—Q 1 Yo Ba1 0 S 22 uz )’
N—— N——

A /8 B

so dass die strukturelle Form in Matrixschreibweise lautet

Ay = B+ Bz +u. (5.15)
Falls A regular ist, ergibt sich die reduzierte Form durch Inversion

_ Al -1 -1

y=A"8+A "Bz+A 'u,
b D g

y=b+Dz+e.

Um fiir (5.9) ein Modell der Art M zu erhalten, muss zusétzlich
— eine Annahme bzgl. der gemeinsamen Verteilung der Fehler u;;, und uy, und

— eine Annahme bzgl. der gemeinsamen Verteilung der exogenen Variablen z,
und 29, und deren stochastisches Verhaltnis zu den Fehlern getroffen werden,

z. B.
() == ((5) =)
Dann gilt
elz~ N(0,%), =A%, (A H, (5.16)
y|z ~ N(b+ Dz, %) (5.17)
bzw.

1 1
frz(ylz b, D, %) = o det(3) 7/ exp <—2(y ~b-Dz)'Y7(y-b - DZ)>
T
Mp = {fy|z(y|z; b,D, ¥), b, D, ¥ Elemente des Parameterraums @} .

Noch ausfithrlicher wird dies in Abschnitt 13.2 im allgemeineren Rahmen von
multivariaten Zeitreihenmodellen dargestellt.

o Korrekt spezifiziertes ckonometrisches Modell: Ein Modell ist
— korrekt spezifiziert, falls DGP € Mp,

— fehlspezifiziert, falls DGP ¢ M

gilt.
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QR 5.2. Okonometrische Modelle

Beispiel: DAX-Renditen — Fortsetzung: Ist 6y = (ug,00)7 € ©, dann
enthélt das Modell (5.14) auch den tatsiachlichen DGP (5.3) mit po und o3 und
das Modell ist korrekt spezifiziert.

Ist der DGP der DAX-Renditen jedoch durch eine t-Verteilung
yt/O'() I]Dt(mo), m0:5
gegeben, ist das Modell (5.14) fehlspezifiziert.

Beispiel: DAX-Renditen — Fortsetzung: Das Modell (5.14) ist vollstédndig
spezifiziert. Ein Modell y; ~ ITD(u,0?) ist unvollstéindig spezifiziert, da eine
Verteilungsannahme fehlt.

( , Section 1.3) nennen ein parametrisches Modell vollstandig
spezifiziert, wenn es moglich ist, nach Zuweisung von Zahlenwerten zu allen im Modell
vorhandenen Parametern Realisationen der abhédngigen Variable y, zu generieren. Ansonsten
ist es partiell spezifiziert.

Lasst sich aus dem Modell M in struktureller Form ein Modell in der reduzierten Form
Mp ableiten, so sagen wir, dass das Modell M vollstandig spezifiziert ist.

Ist ein strukturelles Modell M vollstandig und dariiber hinaus korrekt spezifiziert,
existiert ein Parametervektor 8y = 0(v)y), fir den die Dichte in Mp dem DGP entspricht:

MD 2 MD<St;00) = f(St;O()) - fS(St) : (518)
DGP

Beispiel: Simultanes Gleichungsmodell

Ist fir das simultane Gleichungsmodell (5.9) mit Parametervektor (5.10) keine
gemeinsame Verteilung der kausalen Variablen z; und z, gegeben, sondern aus-
schlieBlich eine gemeinsame Verteilung (5.16) der Fehler, dann kann “nur” ein
Modell fiir bedingte Dichten abgeleitet werden.

Modellklassen:
— Univariate Modelle: s; = y;, ist ein Skalar, m = 1.
— Multivariate Modelle: s; ist ein Vektor, m > 1.

Okonometrische Modelle, in denen die implizierten DGPs durch Funktionen in Abhéingigkeit
von den moglichen Variablen und einem Parametervektor 1 mit fester Lénge p* < oo
unterschieden werden, werden als parametrische 6konometrische Modelle bezeichnet.

In der 6konometrischen Theorie und Praxis spielen jedoch auch semiparametrische
Modelle und nichtparametrische Modelle eine Rolle. Eine kurze Einfithrung bietet

( , Section 15.5). Eine ausfiithrliche Darstellung liefert die
Monographie von ( ).
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Bedingte Modelle (conditional models)

o Ist man ausschliellich an der Erklarung der endogenen Variablen y gegeben die kausalen
Variablen z interessiert, ist es ausreichend, bedingte Modelle zu betrachten. Auf Basis der
Faktorisierung des DGPs in (5.6) ergibt sich ein bedingtes 6konometrisches Modell
(fiir bedingte Dichten)

Mp = {fviz(y|z: 0).0 € @} (5.19)

Die Variablen z werden auflerhalb des Modells bestimmt. Die Unterscheidung in endogene
und exogene Variablen wurde bereits bei der ersten Darstellung des multiplen linearen
Regressionsmodells (4.1) in Abschnitt 4.1 durchgefiihrt:

— Endogene(n) Variable(n): Variable(n) wird/werden durch den im Modell beschriebe-
nen Mechanismus generiert.

— Exogene Variablen: Variablen, die auflerhalb des Modells bestimmt werden kénnen
(da sie keine simultane Beziehung zu den endogenen Variablen aufweisen).

« Wichtig: Haufig ist nicht klar, ob eine Variable s; mit y eine simultane Beziehung aufweist
oder fiir y kausal ist. Dann muss dies im Rahmen des Modellierungsprozesses bestimmt
werden (was allerdings nur unter bestimmten Voraussetzungen maoglich ist). Das erfordert,
dass im Modell zunachst s; als simultan zugelassen wird und gleichzeitig Parameterwerte im
Modell existieren, fiir die s; kausal wird. Ein Beispiel hierfiir findet sich in den Abschnitten
13.2 und 13.3.

o Im Folgenden bis zu Kapitel 13 unterstellen wir, dass nur eine endogene Va-
riable zu erklaren ist und alle erklidrenden Variablen kausal sind. Unter dieser
Voraussetzung sind die strukturelle und reduzierte Form identisch und es gilt 8 = .

Beispiel: Einflussfaktoren von Importen

Um fiir Importe auf Basis der Regressiongleichung (4.2) eine auf BIP und
Ent fernung bedingte Dichte zu erhalten, muss noch eine Annahme fiir die Ver-
teilung der Fehler und deren Verhéltnis zu den bedingenden Zufallsvariablen BIP
und Entfernung gemacht werden. Haufig wird eine bedingte Normalverteilung

u|BIP, Ent fernung ~ NID(0,0?)

unterstellt. Unter dieser Annahme ergibt sich unmittelbar, dass die Importe
bedingt normalverteilt sind:

Importe| BIP, Ent fernung ~ NI1D(B, + B2 BIP+ B3 Ent fernung, o?). (5.20)

Baw. mit 0= (B f2 By o)

M = Mp = {f(Importe| BI P, Ent fernung; )
1 p (]mporte — Py — B BIP — 33 Entfernung)

2 o

ag
06@6(R3><R+)}.
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o Fiir eine empirische Analyse werden hiufig verschiedene Modelle M;, ¢ = 1,2, ..., I betrach-
tet. Mit Hilfe von Methoden zur Modellselektion wird dann versucht, ein korrektes
Modell zu wéhlen. Dazu spéter mehr.

e In der Praxis sind 6konometrische Modelle (fast) immer fehlspezifiziert. Fiir bedingte
vollstandig spezifizierte Modelle heifit das

flylz) € Mp, ,i=1,2,... 1.

Man versucht dann, aus den verschiedenen Modellen, 1 = 1,2, ..., I, ein Modell zu wéhlen,
das fiir den Untersuchungszweck eine moglichst gute Approximation an den DGP liefert.
Die sich hieraus ergebenden Konsequenzen ignorieren wir aber in diesem Kurs.

Informationsmengen

« Die Menge aller potentiellen Variablen, die fiir eine vorliegende Fragestellung und ein dafiir
zu verwendendes Modell zur Erklarung der endogenen Variablen y, als kausale Variablen
in Frage kommen kénnen, wird héaufig als Informationsmenge bezeichnet und mit €2,
abgekiirzt. Die Informationsmenge hangt bei Zeitreihen typischerweise vom Zeitpunkt ¢ ab,
deshalb der Index ¢, siche Abschnitt 13.1.

o Die Menge aller Variablen, die in einem vorliegenden Modell zur Erklarung der endogenen
Variablen y; als kausale Variablen verwendet werden, ist ebenfalls eine Informations-
menge und wird im Folgenden Z, C €, abgekiirzt.

5.3. Regressionsmodelle

Fiir viele (6konomischen) Fragestellungen ist es nicht notwendig, den DGP oder die bedingte
Dichte vollstandig zu modellieren.

Notation: Alle erkldrenden Variablen und eine Konstante, falls notwendig, werden in dem
(1 x k)-Zeilenvektor
X = (th th)

zusammengefasst. Liegt eine Konstante vor, gilt

X, = (1 AT Zk—l,t) .

Sehr héufig ist es ausreichend, einzelne Charakteristika der (bedingten) Dichten zu modellieren,
insbesondere

o den bedingten Erwartungswert E [y;|X;] und/oder
o die bedingte Varianz Var (y;|X;) oder auch

o bedingte Quantile.
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Regressionsmodelle:

 Ein bedingtes Modell zur Modellierung des bedingten Erwartungswertes E [y;|X;] wird als
Regressionsmodell bezeichnet.

e Aus der Identitat

= ElylXd] + p—ElylX]
— —_—
systematischer Teil = unsystematischer Teil

wird durch Spezifikation der Funktion des bedingten Erwartungswertes F [y;|X,] ein Re-
gressionsmodell.

Der bedingte Erwartungswert wird als systematischer Teil bezeichnet und im Folgenden
mit m(X;) = E[y:|X;] notiert, wobei der bedingte Erwartungswert bzgl. der Dichte des
DGP berechnet wird. Der unsystematische Teil wird Fehlerterm oder als Storterm
bezeichnet. Im Zusammenhang mit dem korrekten Funktion m(X;) wird der Fehlerterm
mit ; angegeben

yr = m(Xy) + & (5.21)

 Die Funktion des bedingten Erwartungswertes m(X;) ist im Allgemeinen nicht bekannt.

Nimmt man an, dass die Funktion m(X;) linear in den Parametern f,. .., 5 ist, erhélt
man
b
m(Xy, B) = 21 +xp2fo+ -+ vufe = XeB, Bi=| (5.22)
B

Ist diese Annahme korrekt und existiert ein 8 = 8, € ¥, so dass
m(Xy, By) = m(Xy) = Ely:|Xy], (5.23)

dann ist die Funktion des bedingten Erwartungswertes korrekt spezifiziert und
B, wird als korrekter Parametervektor bezeichnet.

o Fir alle Parametervektoren im Parameterraum, 8 € W erhilt man das multiple lineare
Regressionsmodell

Yr = b1 + BaZio + -+ + Lk + wy (5.24)

yt = Xt/B + Ug. (525)

« Notation: Fiir eine vorgegebene Stichprobe {(y;, X;),t = 1,...,n} miisste man strengge-
nommen u; () statt u; schreiben, also

yr = XeB + u(B), (5.26)

da sich ja der Fehlerterm dndern muss, wenn sich 8 dndert, solange alle y; und X; gleich
bleiben. Wir werden diese Notation spater verwenden, wenn es um die Interpretation des
KQ-Schétzers geht. Ansonsten verwenden wir, wie in der Literatur tiblich, einfach ;.
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« Notation: Im Unterschied zu ( ) beginnen ( )
den Index der Parameter bei 1 und zéhlen bis k. Der Kurs folgt i. Allg.
( ), auch in anderen Notationsfragen.

o Ist die Funktion des bedingten Erwartungswertes korrekt spezifiziert, dann gilt
(5.22) fir B = B,. Einsetzen von B in das multiple lineare Regressionsmodell (5.25) und
Bestimmen des bedingten Erwartungswertes zeigt, dass dann

EuX,] =0 (5.27)

gilt. Deshalb liegt es nahe, dass man zur Schazung von 3, die Anforderung (5.27) verwendet.
Dies fiihrt direkt zum Kleinst-Quadrate-Schétzer (6.5), der in den folgenden Kapiteln
behandelt wird.

« Mogliche Interpretation des Fehlerterms Die Bedingung (5.27) kann folgendermafien
interpretiert werden. Es gibt fiir y; weitere kausale Faktoren v, die von den explizit
berticksichtigten kausalen Faktoren 2y, ..., 2x_1+ stochastisch unabhéngig sind und auch
nicht im Vektor s; in (5.5) berticksichtigt wurden. Beeinflussen diese als Linearkombination
yi, enthélt die Gleichung alle kausalen Variablen

Yr = Bzt + Bozae + -+ Broze—1, + vi Yo. (5.28)
Falls es moglich wére, neben den zy4, ..., 251, auch v, zu beobachten, dann kénnte man
y:bei Kenntnis der wahren Parameter exakt vorhersagen, da Ely:|z1s, . . ., 2k—14, V¢] gerade

der rechten Seite von (5.28) und damit y; entspricht.

Sind die v; nicht bekannt, kann nur der bedingte Erwartungswert
Ely|zie, - 2614 = Baozre + Baozar + -+ - + Brozr—1, + E[vi|z1, - .. 72k71,t]T'}’O

= Baoz1e + Bozar + - - 4 Brozr—1, + E[Vt]T’Yo
B
=1

bestimmt werden. Das zweite Gleichheitszeichen folgt wegen der stochastischen Unabhéan-
gigkeit von v; und den zj;,j = 1,...,k — 1. Damit entspricht die Konstante ; gerade der
Linearkombination aus den unbedingten Erwartungswerten aller nicht berticksichtigten
Faktoren v; und dem Parametervektor .

Alternativ ist es moglich, dass man nicht an den einzelnen Einfliissen v; interessiert ist, so
dass es ausreichend ist, den bedingten Erwartungswert zu betrachten.

Der Fehlerterm u, ergibt sich dann aus

w = vivyo — Evi] o (5.29)
aus den individuellen Abweichungen von diesem Mittelwert. Auflerdem gilt (5.27).
Deshalb wird dieser Teil des Modells als unsystematischer Teil bezeichnet.

Zur Erinnerung: In der empirischen Analyse kann Kausalitat nur in der durchschnittlichen
Wirkung einer Aktion bestimmt werden.
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Wichtig: Wiirde man einige Elemente von v, in die Regression aufnehmen, wiirde dies zu
einer Reduktion der Varianz des Fehlerterms fithren. Kénnte man v, komplett aufnehmen,
verschwindet die Varianz, da ja y; exakt prognostiziert werden kann.

» Regressionsmodelle gehoren zu den bedingten Modellen, da die Regressoren nicht im
Modell erklart werden.

« Einfaches lineares Regressionsmodell:

Yr = B1 + Bowy + uy. (5.30)

» Regressionsmodelle sind entweder
— korrekt spezifiziert (DGP im Modell enthalten). oder

— fehlspezifiziert (DGP im Modell nicht enthalten).

Beispiel fiir fehlspezifiziertes Modell: DGP
ye = Pro + Booe + B0z} + vy, Elvga] =0, By #0 (5.31)
Modell: das einfache lineare Regressionsmodell (5.30).

Der bedingte Erwartungswert gegeben den DGP lautet:
Y = Pro + Paoty + Paoxi + vy
—_———

E [yi|zi] = Bio + Baowe + E [ug|z],
———
=P3027 70
so dass Bedingung Flu¢|x;] = 0 in (5.30) verletzt ist und der DGP nicht im
Modell (5.30) enthalten ist.

Hinweis: Zur Analyse einer spezifischen Fragestellung ist es unter bestimmten Bedin-
gungen moglich, fehlspezifizierte Modelle zu verwenden. Dazu gehort die Auswahl eines
adaquaten Schatzverfahrens, z. B. die Verwendung des Instrumentvariablenschitzers
(IV-Schitzers) oder des GMM-Schitzers jeweils mit geeigneten Instrumenten, siehe
MA-Modul Fortgeschrittene Okonometrie oder ( , Chapter
8 and 9).

» Regressionsmodelle sind vollstiandig spezifiziert, wenn alle Parameter der bedingten
Dichte in der Modellierung berticksichtigt werden. D. h. insbesondere, dass die Verteilung
des Storterms modelliert wird.

Beispiele zu vollstandig und partiell spezifizierten Regressionsmodel-
len:

— Das Regressionsmodell

In(Importe;) = 1 + P2 In(BIP;) + uy,

5.32
ug| In(BIP,) ~ NID(0,0?) (5.32)
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QR 5.3. Regressionsmodelle

ist vollstandig spezifiziert.

— Wird dagegen in (5.32) nur w;|In(BIP;) ~ I1D(0,0?) im Modell spezifiziert,
bleibt die Verteilung des Storterms offen, und das Modell ist partiell spezifi-
ziert. Ist der DGP im Modell enthalten, ist das Modell partiell, aber korrekt
spezifiziert.

« Eigenschaft des wahren Parametervektors 3, im multiplen linearen Regressionsmodell
der Grundgesamtheit:

— Im korrekt spezifizierten Modell gilt Ely;|X;] = X;8, und damit (5.27) E[w|X;] = 0,

wobei geméf (5.26) u; = uy(B,). Daraus ergibt sich
E[utxtj] =0 ] = 1, ceey kf, E[U,txt] =0. (533)

Nach Multiplikation von (5.25) mit X! erhélt man

X;‘Fyt = XtTXtﬂo + XtTUt
E[X{y| = E[XIXi] By + E [X[u]
=0
T~ 171 T

By=E[XIX,| E[XTyl, (5.34)
sofern B |XTX,| invertierbar ist. Da (5.33) bei korrekter Spezifikation nur fiir den wahren
Parametervektor gilt, kann diese Bedingung zur Ableitung eines Schétzers verwendet
werden. Da die Bedingungen (5.33) zweite Momente des DGPs enthélt, werden sie als

Momentenbedingungen bezeichnet. Andern sich die Momente, éndert sich auch der
Parametervektor.

— Mit Hilfe der Momentenbedingungen lassen sich in vielen Féllen Schéitzer ableiten.
In Abschnitt 6.2.1 wird gezeigt, dass die Momentenbedingungen (5.33) den KQ-Schétzer
implizieren.

o Jetzt stellt sich die Frage, was passiert, wenn die Momentenbedingung bei einem
fehlspezifizierten Modell angewendet wird. Wir betrachten den Fall, dass (5.21) den
DGP beschreibt, wobei die Regressionsfunktion m(-) auch nichtlinear in den Parameter
sein kann, so dass

yr = XiB +m(Xy) — XuB + ¢ - (5.35)

()
Im Folgenden wird der Erwartungswert bzgl. der Dichten des unbekannten DGPs berechnet.
Der bedingte Erwartungswert des Fehlerterms u,(/3) ist
Eluy(B)[Xe] = E [m(Xe) — X + & X{]
=m(Xy) — XuB + Elei|Xi]
———

=0

=0 falls korrekt spezifiziert und B = B,,

5.36
# 0 moglich, falls Modell fehlspezifiziert. ( )

=m(X;) — X8 = {
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5. Grundlagen der Schatz- und Testtheorie ﬁR

Im zweiten Fall kann fiir einzelne Beobachtungen ein Approximationsfehler auftreten.
Ganz analog zum Vorgehen bei korrekter Spezifikation erhélt man

X{y = X7 X8 + X[ w(B), (5.37)
E[X{y] = EX]X:]B + E[X] uw(B)]. (5.38)

Wendet man die Momentenbedingung (5.33) entsprechend auf E[X]u,(3)] an und existiert
ein By, so dass
E[X{uy(Bo)] =0 (5.39)
gilt, ergibt sich
Boo = EX{ X, E[X{ ). (5.40)
Der Parametervektor B, wird haufig als pseudo-wahrer Parametervektor bezeichnet.

Interpretation des pseudo-wahren Parametervektors:

1. Wenn eine Konstante im Modell ist, also z;; = 1 ist, dann folgt aus der Mo-
mentenbedingung (5.39), dass der unbedingte Erwartungswert der Fehler Null ist, da

Elznui(Boo)] = Elw(Bop)] = 0 gilt.

Dann ergibt sich

Cov(Xy, u(Boo)) = E[XF ue(Boo)] — EIX{] Elus(Bo)]
(X3 we(Boo)] = E[X[ (m(Xy) = XiByo)] + E[X{ &)
(X3 ue(Boo)] = E[X; (m(Xe) — Xy ). (5.41)
Die Momentenbedingung (5.39) garantiert deshalb (bei einer Konstante im Modell),
dass fiir den pseudo-wahren Parametervektor 3, die Kovarianz zwischen den
Regressoren X,; und den Approximationsfehlern m(X;) — X;8,, Null ist. Mit

anderen Worten, die Approximationsfehler und die Regressoren X; sind unkorreliert. In
diesem Fall ldsst sich (5.40) auch schreiben als

Boo = Var(Xt)’l C’ov(XtT, Yt).

¢ Beweis: Cov(X{, ye) = E[X{ yi| - E[X{]E[y)] = E[X{ u] - E[X{]E[X4]Boo— E[X{ i) =
EXTy] + (Var(Xt) — E[XtTXt]) Boo, so dass

Cov(XtT, y) — Var(Xy)Boy = E[XtT?/t] - E[XtTXt]/Boo'

2. Eine zweite Interpretation des pseudo-wahren Parametervektors ergibt sich aus folgender
Argumentation.

Man betrachtet den Erwartungswert der quadratischen Abweichungen der endogenen
Variable y; von deren linearen Prognosen X,/ (linear in den Parametern 3). Dieser
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QR 5.4. Relevante Eigenschaften von Schéatzern

Erwartungswert wird im folgenden Abschnitt als mittlerer quadratischer Fehler (mean
squared error) (MSE) bezeichnet werden.

Zunéchst betrachtet man fiir einen gegebenen DGP den MSE fiir ein multiples lineares
Regressionsmodell fiir einen beliebigen Parametervektor 8

MSE(y;, Xy; 8) = El(y: — Xtﬂ)ﬂ = E[yf — 2y X8 + 5TXtTXt5] (5.42)
= Ely7] — 2E[y: X8 + B EIX[X,]8

und sucht dann den Parametervektor, der diesen mittleren quadratischen Fehler mini-
miert. Dies erfolgt durch Ableiten des M SE(y;, X;; ) bzgl. 8 und Nullsetzen

8MSE§Z’ XiB) _ aBXTy+ 2B XIX)8 L 0. (5.43)

Hieraus folgt wiederum
-1
Bo = E[XIX)|  E[XTy]. (5.40)

Damit liefert der pseudo-wahre Parametervektor 3, auch die beste lineare Pro-
gnose von y; im Sinne eines minimalen mittleren quadratischen Fehlers (MSE)des
Regressionsmodells.

Ausblick: Die Gleichung (5.43) motiviert dartiber hinaus eine mégliche Ableitung des
Kleinst-Quadrate-Schétzers im Abschnitt 6.2.2.

Offensichtlich gilt B,, = B,, wenn das Regressionsmodell korrekt spezifiziert ist.

5.4. Relevante Eigenschaften von Schiatzern

Notation fiir Erwartungswerte von Matrizen:

E[l’n] E[xu] tee E[mlk]

5 B E[l’gl] E[x22] te E{JJ?’?]
x| 7 o (5.44)

Elzp] Elzpe] -+ Elwa)

Schiatzer und Schatzung

» Das Modell enthalte p Parameter, die in dem (p x 1)-Parametervektor 8 zusammengefasst
sind. Ein Schitzer 0(yi,...,y,) fir den Parametervektor @ ist eine (vektorwertige)
Funktion, die als Argument ausschliellich Stichprobenbeobachtungen (y1, ..., y,) enthélt
und dazu dient, Schéitzwerte von 0 zu bestimmen, die in einem noch niher zu spezifizierenden
Sinne moglichst nahe an @ liegen. Ein Schitzer O(yy, ..., y,) ist eine Funktion von
Zufallsvariablen, da die Stichprobenbeobachtungen vor ihrer Erhebung Zufallsvariablen
sind.
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5. Grundlagen der Schatz- und Testtheorie ﬁR

o Wird ein Schétzer auf Basis einer erhobenen Stichprobe berechnet, erhilt man eine Schat-
zung von 6.

e Im Allgemeinen weicht die Schétzung von den Parameterwerten 6y des tatsdchlichen
vorliegenden DGP ab. Diese Abweichungen werden als Schatzfehler é(y) — 6@y bezeichnet.
Der Parametervektor des tatsachlich vorliegenden DGPs wird, wie bereits ausgefithrt, haufig
als wahrer Parametervektor bezeichnet.

Auswahlkriterien fiir Schatzer

o Die Wahl der Schatzmethode hiangt von der gewédhlten Bewertung der Schétzfehler ab,
die wiederum von der Fragestellung abhéngt. Eine Bewertung des Schéatzfehlers fiir einen
Parameter ¢ ist mit Hilfe der Verlustfunktion (loss function) L (éi(y),ﬁi) moglich.
Typische Verlustfunktionen fiir skalare Parameter  sind:

— Quadratische Verlustfunktion:

Loy (003).00) := (8(y) — ) (5.45)

Die quadratische Verlustfunktion misst das Quadrat des Euklidischen Abstands (Lénge)
zwischen dem geschétzten 6 und dem wahren Parameter 6.

— Absolutbetrag des Schitzfehlers:
Labs((é(y)7 00) =

0(y) — 00| - (5.46)

— Asymmetrische Verlustfunktion: Beispiel:

Lans((0(y), 60) == a|0(y) — 60| 1 (8(y) — 60 > 0)
+b‘0~(y) —90\1 (6(y) =05 <0), a,b>0,

(5.47)

wobei 1(-) die Indikatorfunktion bezeichnet.

o Der Wert der Verlustfunktion héngt von der Stichprobe ab. Um einen stichproben-
unabhangigen Wert zu bekommen, betrachtet man den Erwartungswert der Verlustfunktion

E[L(6(y),00)], (5.48)

wobei der Erwartungswert bzgl. der Stichprobenbeobachtungen y bestimmt wird, die durch
den DGP generiert werden konnen. Dieser Erwartungswert misst den erwarteten Verlust
eines Schétzers und wird in der Statistik als Risiko eines Schéatzers fiir Parameter 6
bezeichnet.

Interpretation: Wird die Verlustfunktion fiir eine grofie Anzahl verschiedener Stichproben
von demselben DGP berechnet, liegt der Durchschnitt nahe dem Risiko.

» Das Risiko bzgl. der quadratischen Verlustfunktion fiir einen skalaren Parameter wird auch
als mittlerer quadratischer Fehler (mean squared error (MSE)

MSE (d(y) = E [(é(y) —60)” (5.49)
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QR 5.4. Relevante Eigenschaften von Schéatzern

bezeichnet.

Werden alle p Parameter zusammen betrachtet, erhédlt man die Matrix der mittleren
quadratischen Fehler:

MSE (8(y) == E [(é(y) - 8,) (6(y) - eoﬂ . (5.50)

Die MSE-Matrix lasst sich in zwei wichtige Bestandteile zerlegen, die im Folgenden definiert
werden.

o Erwartungswert minimiert MSE

o Verzerrung (bias) eines Schitzers 6(y):

B(6(y)) = E [0(y)] - 60 (5.51)

« Varianz-Kovarianzmatrix / Kovarianzmatrix / Varianzmatrix eines Schétzers 6(y):

Var (6(y)) = E {(9@ - E6(y)]) (6(y) - E [9(Y)DT] (5.52)

Die Varianz-Kovarianzmatrix lautet im Detail (zur besseren Lesbarkeit wird wie i. Allg.
tiblich die Abhéngigkeit von der Stichprobe nicht angegeben):

Var (6) = E [(é ~E[d])(6-E [é}ﬂ

Var~(0~12 Cov(éhéz) e C’ov(@il, 9:p)
_ Cov(fy,0,)  Var(fy) - Cou(b,0,) (5.53)
Cov(B,,0,) Cov(0,,0,) ---  Var(d,)

o Zerlegung der MSE-Matrix: Generell lisst sich die MSE-Matrix in die Varianz-Kovarian-
zmatrix des Schétzers und das auflere Produkt der Verzerrungen zerlegen:

T

MSE(6(y)) = Var (6(y)) + B (6(y)) B(6(y)) (5.54)

o Ein unverzerrter Schéatzer wird auch als erwartungstreu bezeichnet. Im Erwartungs-
wert Uber alle moglichen Stichproben entspricht der Schatzer dem Parametervektor des
tatsachlichen DGP.

E[6(y)] = 6,. (5.55)

Interpretation: Erwartungstreue impliziert, dass bei einer grolen Anzahl an Stichproben
der Durchschnittswert aller Schatzungen sehr nahe am wahren Wert liegt.

o Ist ein Schatzer erwartungstreu, d. h. {é(y)} = 0, entspricht der MSE gerade der Varianz
des Schétzers.
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« Eigenschaften von Varianz-Kovarianzmatrizen

— Varianz-Kovarianzmatrizen sind symmetrisch und immer positiv semidefinit, meist
jedoch positiv definit, da aufgrund ihrer Definition (1.8) gilt.

— Die Inverse einer Varianz-Kovarianzmatrix
1
Var (9)
wird als Prazisionsmatrix (precision matrix) bezeichnet.

— Vergleich von Varianz-Kovarianzmatrizen zwei Schitzer 6 und 0

Sind zwei Schétzer erwartungstreu und verwendet man als Auswahlkriterium den MSE,
wahlt man den Schétzer, der von beiden die kleinere Varianz aufweist.

Im skalaren Fall (p = 1) ist dies einfach, da sich beide Varianzen leicht vergleichen
lassen. Ist p > 1, muss man zwei Varianz-Kovarianzmatrizen vergleichen. Der Schétzer 6
weist eine “kleinere” Varianz-Kovarianz-Matrix als der Schétzer @ auf, wenn die folgende

Differenz der Prazisionsmatrizen

Var(0)™' — Var(0)™

positiv semidefinit und nicht Null ist. Sind beide Varianz-Kovarianzmatrizen positiv
definit, gilt aquivalent, dass die Differenz

Var(0) — Var(0)

positiv semidefinit und nicht Null ist ( , Section 3.5, Seite
105 und Exercise 3.8).

Interpretation: Die Eigenschaft einer positiv semidefiniten Differenz der Varianz-
Kovarianzmatrizen bedeutet, dass jede Linearkombination der Differenz nicht negativ ist.
Insbesondere gilt

Var(d;) > Var(d;), j=1,...,p. (5.56)

e« Korrelationsmatrix eines Schitzers 0:

Vgl. zur Definition einer Korrelation (2.24)

- Cov(6;,0;
Corr <0) = ~0U( - 7z (5.57)
(VGT(QZ‘)VGT<8J')) 1=1,...,p,7=1,....,p
Die Korrelationmatrix lasst sich ebenfalls in Matrixschreibweise darstellen als
Corr (é) = (diag(Var(é)))_1/2 Var(0) (diag(Var(é))>_l/2 : (5.58)

wobei diag(A) eine Diagonalmatrix bezeichnet, die auf der Diagonale die Diagonalelemente
der Matrix A enthalt.

Wesentlich bei der Korrelationsmatrix ist, dass alle Elemente auf der Diagonale 1 sind
und alle Nichtdiagonalelemente im Intervall [—1, 1] liegen.
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R-Befehle

Berechnen der Korrelationmatrix aus einer Kovarianzmatrix mit cov2cor ().

 Wiinschenswerte Anforderungen an einen Schatzer:
1. minimales Risiko oder
2. minimales Risiko bei Erwartungstreue, d. h. minimale Varianz

o Effizienz eines Schéitzers: Wird der MSE als Auswahlkriterium fir das Risiko gewahlt und
betrachtet man Schétzer aus einer Klasse, die ausschlieSlich unverzerrte Schétzer enthélt,
wird ein Schétzer der betrachteten Klasse als effizient bezeichnet, wenn er in dem oben
bestimmten Sinne die kleinstmogliche Varianz aufweist.

Konkret: Ein Schitzer B ist der effiziente Schitzer in einer Klasse von unverzerr-
ten Schitzern 3, wenn gilt, dass die Matrix der Differenz der Varianz-Kovarianzmatrizen

~ A

Var(B) — Var(B) positiv semidefinit ist.

o Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Schétzers fiir jede Stichprobengrofie n. Man
bezeichnet diese Verteilung als exakte Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Schéitzers.

Wichtige Eigenschaften eines Schitzers fiir endliche Stichproben

o Erwartungstreue
e Varianz-Kovarianzmatrix und Korrelationsmatrix
« Effizienz bzw. allgemeiner Risiko

« Exakte Wahrscheinlichkeitsverteilung

Beispiel: der Schitzer des Erwartungswertes u:

o FEin moglicher Schatzer des Erwartungswertes ist gegeben durch das arithme-
tische Mittel aller Stichprobenbeobachtungen

iy) =

1 n
—2 Yt (5.59)

A(y) ist ein Spezialfall des Kleinst-Quadrate-Schétzers (6.5).

— Berechnen der Verzerrung:
n

E[ﬂ(}’)] —po=FE lizyt] — Mo = izn:E[?/t] — Mo

1o 1 &
= — D Ho— o= po— po=0.
ni3

Der Schéatzer des Erwartungswertes ist im Fall einer Zufallsstichprobe erwar-
tungstreu.
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— Berechnen der Varianz des Schitzers:
2

Var (i(y)) = Var (i 3 yt> 1 7;12 S Var(y) = 7 (5.60)

t=1 t=1

— MSE des Schétzers: entspricht der Varianz, da der Schétzer erwartungs-
treu ist. Der MSE entspricht hier auch dem Risiko bzgl. der quadratischen
Verlustfunktion.

Beachte: Das Risiko des Erwartungswertschétzers nimmt mit zunehmender
Stichprobengrofie n mit der Rate n ab.

— Verteilung der Schatzers: Aufgrund der Modellannahme (5.14) ist der Schét-
zer fi(y) = % >, Y ist eine Linearkombination von unabhéngig und identisch
normalverteilter y,. Deswegen gilt

y~N(@X) mitp=m3 =0,

wobei ¢ ein (n x 1)-Vektor mit Einsen ist. Die Summe Ty = 37 y; ist
wegen (2.33) ebenso normalverteilt mit

Ty~ N (LTp,, LTEL) .
Wegen ¢T it = np und 730 = no? erhilt man

Ty ~ N(nu,no®) und
2

. o
fily) ~ N <u, n) : (5.61)
Der Schétzer des Erwartungswertes ji(y) ist also ebenso normalverteilt.

o FEin anderer moglicher Schétzer ist

ily) = ;(yl + Un)- (5.62)

Bestimmen Sie wieder alle Eigenschaften und vergleichen Sie diese. Zeigen Sie,
dass im Vergleich des arithmetischen Mittels (5.59) und (5.62) der erstgenannte
effizient ist.

Asymptotische Eigenschaften

Prinzipiell hdngen die bisher betrachteten Kenngréfien Verzerrung, Varianz, Risiko, MSE
und Verteilung von der Stichprobengrofie und dem DGP ab. Dabei kann die Abhéngigkeit
von Parametern des DGP sehr unpraktisch sein, da diese ja gerade unbekannt sind und
so eine Auswahl eines geeigneten Schétzers nicht gut moglich ist. Deshalb werden auch
Kenngroflen betrachtet, die in solchen Féllen in einem geeigneten Sinne unabhangig vom DGP
sind und zumindest garantieren, dass sich die Eigenschaften eines betrachteten Schéatzers mit
wachsendem Stichprobenumfang ,wiinschenswerten® Eigenschaften, z. B. Erwartungstreue,
nidhern. Man ,,betreibt“ dann Asymptotik oder asymptotische Theorie: man indiziert
die Schatzfunktion mit der Stichprobengréfie n und untersucht die Eigenschaften von 6,
fiir n — oco. Man untersucht also die Konvergenzeigenschaften einer Funktionenfolge, siehe
Mathematikvorkurs Kapitel 3.
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Wichtige asymptotische Eigenschaften eines Schitzers

» Konsistenz
» Asymptotische Varianz
o Asymptotische Effizienz

o Asymptotische Verteilung

Die Eigenschaften im Einzelnen:

o Konsistenz: ist ein Schétzer verzerrt, kann man fragen, ob das Ausmafl der Verzerrung
mit zunehmender Stichprobengrofie geringer wird und der Schétzer gegen den wahren
Parametervektor 8, konvergiert, wenn der Stichprobenumfang gegen unendlich strebt.
“Konvergenz” bedeutet hier Konvergenz des Schatzers in Wahrscheinlichkeit

plim 6, = 6, (5.63)
n—00
oder fast sichere Konvergenz 3
0, “> 6. (5.64)

Konsistenz impliziert, dass

1. der Schatzer asymptotisch erwartungstreu (unverzerrt) ist

lim E [én} — 0.

n—oo

2. die Varianz des Schéatzers fiir n — oo gegen Null geht.

o Ist ein Schatzer nicht konsistent, wird er als inkonsistent bezeichnet.

Beispiel: Das arithmetisches Mittel als Schitzer des Erwartungswertes:
(5.59) ist konsistent, da es fiir beliebiges n erwartungstreu ist und die Varianz
mit n — oo gegen Null geht, siehe (5.60).

« Asymptotische Varianz-Kovarianzmatrix: Im Allg. hingt die Varianz-Kovarianzmatrix
von der Stichprobengrofie n ab. Wenn, wie fiir Konsistenz notwendig, die Varianzen und
Kovarianzen des Schétzers fiir n — oo gegen Null gehen, lassen sich fiir den Grenzfall
n — oo die Varianz-Kovarianzmatrizen von verschiedenen Schétzern nicht vergleichen.
Auch kann deshalb fir den Grenzfall keine nicht-degenerierte Wahrscheinlichkeitsverteilung

existieren. Beides setzt voraus, dass die Abhangigkeit der Varianz-Kovarianzmatrix Var(6,,)
von der Stichprobengrofie fiir n — oo eliminiert werden kann.

Um diese Abhéngigkeit der Varianz von 6 zu verhindern, muss man 6,, mit einem vom Stich-
probenumfang abhéngigen Faktor r(n) multiplizieren, der verhindert, dass Var(r(n)-6,,)
gegen Null konvergiert oder gegen Unendlich divergiert. Es kann auch erforder-
lich sein, dass fiir jeden Parameterschétzer ém ein spezifischer Faktor r;(n) notwendig ist.
Diese Faktoren werden als Konvergenzraten bezeichnet. Als Ergebnis erhélt man die

asymptotische Varianz-Kovarianzmatrix, die hdufig mit asyVar(6,,) notiert wird.

119



5. Grundlagen der Schatz- und Testtheorie ﬁR

Beispiel: das arithmetische Mittel als Schitzer des Erwartungswertes:
Das Kollabieren oder Divergieren der Varianz von fi,, — pto wird verhindert, indem
man fi,, — po mit dem vom Stichprobenumfang abhangigen Faktor r(n) = \/n
multipliziert. Denn aus Var(f,) = n~toj folgt

0_2

Var (Vi (fin = o)) = nVar (fo, — po) = n-> = o = asyVar(,).  (5.65)

Damit ist o2 die asymptotische Varianz des arithmetischen Mittels und die
Konvergenzrate betragt /n.

Beispiel: der ineffiziente Erwartungswertschitzer (5.62)

Zeigen Sie, dass fir diesen Erwartungswertschitzer r(n) = 1 gilt. Damit ist
dessen Konvergenzate kleiner als die Rate des arithmetischen Mittels, weshalb
letzterer vorzuziehen ist.

o Asymptotische Verteilung:

— Die asymptotische Verteilung ist die Grenzverteilung, die sich fiir n — oo ergibt. Spater
wird dies noch genauer definiert werden.

Beispiel: Schiatzer des Erwartungswertes: Die Verteilung bzw. Dichte
f(ji; o, 02 /n) des Schitzers des Erwartungswertes i hingt von der Stichpro-
bengrofie ab, da dessen Varianz von der Stichprobengrofie abhéngt, siehe (5.61).

Die Normalverteilung wird von der Stichprobengréfie n unabhéngig, wenn die
asymptotische Varianz eingesetzt werden kann. Das erreicht man, indem man
anstelle die mit der Konvergenzrate multiplizierte Folge von Zufallsvariablen
V1 (fin — po) betrachtet:

\/E(ﬂn — po) ~ N(0, 03) (5.66)

Da die Verteilung N (0, 02) von der Stichprobengréfie unabhéingig ist, ist diese
auch fir n — oo giiltig und damit die Grenzverteilung

Vi = o) == N(0,07). (5.67)

— Wann ist die Kenntnis der asymptotischen Verteilung niitzlich?

Falls die Normalverteilungsannahme nicht getroffen werden kann, funktioniert die Ablei-
tung in (5.66) nicht mehr. Kann man also nur

yi ~ II1D(pg,08), t=1,2,...,n, (5.68)

voraussetzen, ist es nicht moglich, die exakte Wahrscheinlichkeitsverteilung des
Schétzers

Fu(z) = P(fin < 2)
zu bestimmen. Ist jedoch in so einem Fall die asymptotische Verteilung bekannt, kann

diese approximativ statt der unbekannten exakten Verteilung verwendet werden. Fiir
den vorliegenden Fall existiert die asymptotische Verteilung, siche Abschnitt 5.5.2.
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« Asymptotische Effizienz eines Schitzers

Fiir zwei asymptotisch normalverteilte Schatzer 6,, und 0.,, beide mit Konvergenzrate
r(n) = \ﬂn), ist 0,, asymptotisch relativ effizienter als 6,,, wenn die Differenz von deren

~ A

asymptotischen Varianz-Kovarianzmatrizen asyVar(0,,) — asyVar(8),, positiv semidefinit
ist ( , Definition 3.11). Asymptotische Effizienz spielt in Kapitel 14 eine
Rolle.

5.5. Werkzeuge fiir die asymptotische Analyse

5.5.1. Gesetz der groBen Zahlen — Law of Large Numbers (LLN)

Ein Gesetz der grofien Zahlen nennt Voraussetzungen, unter denen das arithmetische Mittel
in Wahrscheinlichkeit oder sogar fast sicher gegen den wahren Mittelwert konvergiert.

« Schwaches Gesetz der groflen Zahlen von Chintschin (Khinchine’s Weak Law
of Large Numbers (WLLN)) Sei z;, t = 1,2,...,n, eine I[ID-Folge von Zufallsvariablen
mit endlichem Erwartungswert p. Dann gilt fir das arithmetische Mittel fi,, = n=! Y1, 2

i, (5.69a)
bzw. plim(f) = p. (5.69Db)
(Siehe z. B. ( , Theorem 23.5) — Beweis zu schwierig.)
« Zwei Versionen des LLN
— Schwaches LLN (WLLN):
. P
i p
— Starkes LLN (SLLN):
i == p
« Es gibt auch LLN fiir verschiedene nicht-1ID-Félle, siehe z. B. ( , Section 3.2).

« Beachte, dass z; auch eine Funktion einer anderen Zufallsvariable sein kann, beispielsweise
eine Potenz einer Zufallsvariablen oder das Produkt von zwei verschiedenen Zufallsvariablen.

Beispiel: Schiatzer des Erwartungswertes: Sind die Voraussetzungen eines
der Gesetze der grolen Zahlen erfiillt, ist das arithmetische Mittel ein konsistenter
Schitzer des Erwartungswertes.

Liegt eine Zufallsstichprobe vor und weist der DGP einen endlichen Erwartungswert
auf, dann gilt beispielsweise das schwache Gesetz der groflen Zahlen von Chintschin

) 1 & P : 7
fin =3y = po bzw. plim, oo fin = po.
t=1
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Beispiel: Vergleich von zwei Schitzern des Erwartungswertes mittels
Monte-Carlo-Simulation

In einer Monte-Carlo-Simulation werden die Schétzeigenschaften des arithmetischen
Mittels (5.59) und des ineffizienten Mittelwertschétzers (5.62) verglichen.

Aufbau:
« DGP

Yo = po + ooy,  up = (g, —m)/V2m, & ~i.i.dx*(m) (5.70)
po=1, o00=2, m=1 (5.71)

Die Dichte der Fehler u; ist asymmetrisch, da die ¢, aus einer y2-Verteilung mit
m Freiheitsgraden gezogen werden und anschlieend standardisiert werden.

e R = 10000 Realisationen von Stichproben mit jeweils Stichprobengrofien n =
10,50, 100, 500. Beachte: Die Voraussetzungen des schwachen Gesetzes der
groflen Zahlen (LLN) sind erfiillt.

e Berechnung des arithmetischen Mittels und der Standardabweichung fiir jede
Stichprobengrofie und jeden Schétzer

R-Code, siche Abschnitt A.2, Seite 333.

R-Output

N mu_hat_mean mu_hat_sd mu_tilde_mean mu_tilde_sd
[1,1 10 1.0014164 0.31831308 1.0020431 0.7099616
[2,1 50 0.9991498 0.14162425 0.9960143 0.7054847
[3,]1 100 0.9990515 0.09997354 0.9900695 0.6896356
[4,] 500 1.0003874 0.04474699 1.0058432 0.7074540

Man sieht, dass beide Schéitzer erwartungstreu sind. Die Standardabweichung des
alternativen Schétzers mu_tilde (5.62) ist bei jeder Stichprobengroe grofer als
die Standardabweichung des arithmetischen Mittels mu_hat. Dartiber hinaus wird
die Standardabweichung des arithmetischen Mittels mit zunehmender Stichproben-
grofle kleiner. Das erste Ergebnis illustriert die Effizienz des arithmetischen Mittels,
das zweite Ergebnis, dass das arithmetische Mittel ein konsistenter Schétzer ist.

Die Verteilungen der Schatzer sind in den Abbildungen 5.1 und 5.2 zu sehen.
Es fallt auf, dass

o der ineffiziente Schatzer unabhiangig von der Stichprobengréfie eine schiefe
Verteilung (wie die Fehler) hat, die Dichte des arithmetischen Mittels jedoch mit
zunehmender Stichprobengrofie symmetrischer wird — und wie sich im nachsten
Abschnitt zeigen wird, gegen die Dichte der Normalverteilung konvergiert.

122



5.5. Werkzeuge fiir die asymptotische Analyse

Histogramm fir n= 10 Histogramm fir n= 50
o
o o
m_ %—
> > o_
[oNES —
g < g g
= o] g ]
] (=3 ] o
r S 7 r g
o - o -
T 1T T T 1
06 08 10 12 14 16
N
U
Histogramm fiir n= 500
o
> O > o
o 8}
s 5 S
=} =}
o o
o o
L o L o
2 S
=} al (=}
T T T 1 T T 1T 17 T 1
08 10 12 14 085 095 105 115
N N
H H

Abbildung 5.1.: Histogramme des arithmetischen Mittels (R-Programm siehe Abschnitt A.2; Seite 333) DGP
siehe Gleichung (5.70)

5.5.2. Zentrale Grenzwertsitze

Vorbemerkung: Prinzipiell ist ein zentraler Grenzwertsatz von zentraler Bedeutung um in
sehr allgemeinen Féllen eine Grenzverteilung fiir einen Schétzer bestimmen zu kénnen. Dabei
gibt es verschiedene Versionen von zentralen Grenzwertsatzen, die sich in ihren Voraussetzungen
unterscheiden.

Beispiel: Schitzer des Erwartungswertes:

o Liegt eine Zufallsstichprobe vor, aber es nicht bekannt, welche Verteilung
der DGP hat, also welche Verteilung z. B. die Rendite des DAX hat, dann
funktioniert die Ableitung der Grenzverteilung via (5.66) nicht.

« Da die Existenz asymptotische Varianz die Konvergenzrate r(n) = \ﬂn) er-
fordert, ist zu fragen gegen welche asymptotische Verteilung die Folge der
Zufallsvariablen /n(fi, — 119) konvergiert, wenn y, beispielsweise I1D, aber nicht
normalverteilt ist?

Die Antwort liefert fiir diesen Fall der Zentrale Grenzwertsatz (central
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Abbildung 5.2.: Histogramme des ineffizienten Erwartungswertschétzers (5.62) (R-Programm siehe Abschnitt
A.2, Seite 333) DGP siehe Gleichung (5.70)

limit theorem (CLT)) von Lindeberg und Lévy.

o Zentraler Grenzwertsatz fiir IID-Zufallsvariablen (Lindeberg-Lévy Theorem) Es
sei yy ~ II1D(pg,02), t =1,2,..., |uog| < 00,0 < 02 < oo. Dann gilt fiir den Schétzer des
Erwartungswertes fi,, = %2?11 Y

ﬁ(ﬂn - IMO) i> N(Ov 0’3)

Beweis: (Fir eine Beweisidee siehe z.B. ( , Section A.5)) O
Bemerkungen:

— Man kann alternativ auch
\/ﬁ(ﬂn_MO) LZ; ZNN(O,O'S)
schreiben, aber nicht (wie irrtiimlich in ( , Section 4.5, p.
149))
plim,, , . v/n(fi, — o) = z ~ N(0,07),
weil dieser Wahrscheinlichkeitslimes nicht existiert; siehe fiir einen Beweis hierfir z. B.
( , Section 23.1).
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— Unabhéangig von der Art der marginalen Verteilung von y; konvergiert der mit /n
skalierte Schitzer des Erwartungswertes in Verteilung gegen eine Normal-
verteilung, solange y; eine endliche Varianz aufweist. Man sagt, dass der Schatzer des
Erwartungswertes asymptotisch normalverteilt ist.

— Alternative Schreibweise des zentralen Grenzwertsatzes: Es bezeichne die Zu-
fallsvariable X,, = fi,. Dann ist die exakte Wahrscheinlichkeitsverteilung des arith-
metischen Mittels fiir die Stichprobengrdéfie n gegeben durch

F.(z) .= P(ji, < 2).

Der zentrale Grenzwertsatz sagt, dass die Folge der Verteilungsfunktionen F,,(z) gegen
die Verteilungsfunktion F'(z) = ®(z) punktweise konvergiert
lim F,(z) = ®(z).

n—oo

— Der zentrale Grenzwertsatz sagt nichts dariiber aus, wie gut die asymptotische Verteilung
die exakte Verteilung F),(z) fir eine gegebene Stichprobengréfie n approximiert. Um
hiertiber Aussagen zu gewinnen, sind i. Allg. Computersimulationen notwendig.

Beispiel: Vergleich von zwei Schitzern des Erwartungswertes mittels
Monte-Carlo-Simulationen (Fortsetzung aus Abschnitt 5.5.1) Die Hi-
stogramme des arithmetischen Mittels in Abbildung 5.1 illustrieren gut den
zentralen Grenzwertsatz. Die Histogramme fiir den ineffizienten Schatzer in
Abbildung 5.2 deuten darauf hin, dass kein zentraler Grenzwertsatz gilt. Der
Grund hierfiir ist, dass unabhéngig von der Stichprobengrofie immer genau zwei
Beobachtungen in die Schéitzung eingehen und damit kein CLT gelten kann.

o Zentraler Grenzwertsatz fiir heterogene, aber stochastisch unabhingige Zufalls-
variablen Haufig sind die g, nicht IID, sondern sind nur unabhéngig, aber nicht identisch
verteilt, zum Beispiel, wenn sie eine unterschiedliche Varianz aufweisen, y; ~ (u,0?),
t =1,2.... Dann gilt fir die Varianz von /nfi,

. 1 & 1 1
Var(v/nji,) = Var <\/ﬁ ;yt> Y ZVar yi) =

3 \

n
> ot
t=1

Sofern die Var(y;) einige Bedingungen erfiillen, z. B. 0 < Var(y,) < ¢ < oo, fur alle
t=1,2,..., gilt ein zentraler Grenzwertsatz

V(fin — po) — SN <O lim — ZVCLT Yt > . (5.72)

n—oo
ni4

Bedingungen an die Folge der Varianzen sind notwendig, um folgende Félle auszuschliefien:

— Wiirde z. B. fiir ein festes 0 < a < 1 gelten, dass Var(y;) = o2a’ — 0 mit ¢ — oo, dann
ist 3202, Var(y;) = 051 und somit ergibt sich fiir

1

l1—a

. 1
Var(\/ﬁﬂn) = ﬁag
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die Varianz von +/nji, verschwindet also asymptotisch. Damit ist natiirlich keine (sinn-
volle) Grenzverteilung moglich.

— Wiirde entsprechend gelten Var(y;) = o3t — oo, dann erhélt man

n(n+1)
2

1
Var(v/nj,) = ﬁag — 00 mit n — oo.

Bedingungen, die sicherstellen, dass eine Grenzverteilung existiert, werden haufig als
Regularitatsbedingungen bezeichnet.

Beispiel: Schitzer des Erwartungswertes: Dieser zentrale Grenzwertsatz
ist hilfreich, wenn die unbedingte Varianz der DAX-Renditen von der Zeit abhéngt,
also beispielsweise vom Wochentag.

o Zentrale Grenzwertsatze fiir Vektoren
— ff Cramér-Wold Device: Fiir eine Folge von Zufallsvektoren x,, gilt
x, —55 x
dann und nur dann, wenn fiir alle zuldssigen Vektoren A gilt:

d
M'x, -5 ATx.

— Multivariater Grenzwertsatz: Gegeben seien die unabhéngig verteilten (r x 1)-
Zufallsvektoren v; mit Erwartungswert po und Varianz-Kovarianzmatrix Var(v;). Dann
gilt unter geeigneten Regularitatsbedingungen fiir den Schétzer des multivariaten Erwar-
tungswertes fi, = %2?21 \7

1 n
Vi (fin — po) -5 N (O,nh_{glon > Var(vt)> : (5.73)
i=1

5.6. Grundlagen von Tests

Statistische Tests werden angewendet, um
o Okonomische Hypothesen zu iiberpriifen,

o bei der Modellspezifikation und Modelliiberpriifung 6konometrischer Modelle (relevante Re-
gressorvariablen, funktionale Form der Regressionsfunktion, Verletzung von Annahmen,...).

Statistischer Test:

« Stichprobenbasiertes Entscheidungsverfahren um zu entscheiden, ob eine Hypothese abge-
lehnt werden muss.
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« Die Hypothese muss sich auf Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsverteilungen beziehen,
die in dem betrachteten Modell enthalten sind.

o Zur Entscheidung stehen genau zwei Alternativen: die Hypothese nicht abzulehnen oder
abzulehnen.

Bestandteile eines statistischen Tests

1. Hypothesenpaar
2. Teststatistik
3. Entscheidungsregel

4. Entscheidung und Interpretation

Zu 1.: Zwei disjunkte Hypothesen iiber ein oder mehrere Elemente des Parametervektors
0 € O, wobei 0 die Parameter der in Betracht gezogenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
bezeichnet.

— Nullhypothese H;:0 € Oy,.
— Alternativhypothese H;:60 € Oy, .

Dabei deckt die Vereinigung der beiden Hypothesen Oy, U ©®fy, = © den gesamten
Parameterraum © ab. (Vgl. zu Parameterraum Abschnitt 5.1.)

Beispiel: Test bzgl. des Erwartungswertes der DAX-Renditen:
— Okonomische Frage: Ist die durchschnittliche tigliche Rendite des DAX Null?

— Statistischer Test soll im Rahmen des bisher betrachteten Modells
Y.~ NID(u,0%), peR,oe€R". (5.14)

durchgefiithrt werden. Diese Annahme legt die Menge der moglichen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen fest: Normalverteilungen mit Varianz o2 > 0 und
Erwartungswert p.

— Allgemeine Formulierung des Hypothesenpaars beztiglich des Erwartungswertes
1:
Hy:p=pp, versus Hy:p# ppy,.

Im vorliegenden Fall ist py, = 0 und damit

Hy:p=0 versus Hp:p#D0.

— Wir haben noch nichts iiber den anderen Modellparameter, die Varianz o2

gesagt. Die vollstdndige Formulierung des Hypothesenpaares umfasst den
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gesamten Parametervektor 6 = (Z ) €0 =(RxR"):

Hy:0 = <Z> € Op, = ({/’LHO} X R*) Versus

Hy:0€0p = ((R\{NH0}> x R+)

— Waire der Erwartungswert p bekannt, kénnte sofort entschieden werden, ob
die Nullhypothese korrekt ist.

— In der Praxis kann eine Entscheidung nur auf Basis einer Stichprobe und
einer Schdtzung (Y1, Yz, - - -, Yn) des Erwartungswertes getroffen werden. Ein
statistischer Test liefert diese Entscheidung. Dabei sollte er gewisse Optimali-
tatskriterien erfiillen. Dazu spéater mehr.

Zu 2.: Eine Teststatistik )\ ist eine Funktion, die aus den Stichprobenwerten y berechnet
wird: A = A(y). Hinweis: Vor Beobachten einer Stichprobe ist eine Teststatistik eine
Zufallsvariable, nach Beobachten einer Stichprobe eine Realisation einer Zufallsvariable,
also eine Zahl.

Zu 3.: Eine Entscheidungsregel, die festlegt, fiir welche Werte von A\ die Nullhypothese
H, abgelehnt und fiir welche Werte die Nullhypothese nicht abgelehnt wird. Genauer:
Der Wertebereich von A wird in zwei disjunkte Teilbereiche unterteilt:

— Ablehnungsbereich (rejection region), kritischer Bereich C Liegt die Teststatis-
tik A innerhalb des kritischen Bereichs, wird H, abgelehnt:

Lehne Hy ab, falls A € C.
— Nicht-Ablehnungsbereich Liegt die Teststatistik A innerhalb des Nicht-Ablehnungs-
bereichs, wird Hy nicht abgelehnt:
Lehne Hj nicht ab, falls A € C.

— Kritische Werte: Eine oder mehrere Grenze(n) ¢ zwischen Ablehnungs- und Nicht-
Ablehnungsbereich.

Hinweis: Statt dem Symbol A wird bei ¢-Tests typischerweise das Symbol ¢ oder bei F-Tests
haufig das Symbol F' verwendet.

Beispiel: Test bzgl. des Erwartungswertes (mean) der DAX-Renditen
— Fortsetzung:

Die Nullhypothese kann mit einem t¢-test wie folgt durchgefiihrt werden. Die
einzelnen Elemente werden anschlieBend abgeleitet und begriindet:

Zu 2.: Teststatistik des ¢-Tests:

~ 1 n
ty) = H— PHy (5 2= yt) — MH, (5.74)
Y 6, 1w (o2l '
H n—1 Zt:l(yt y) n
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Zu 3.
— Ablehnungsbereich: C = (—o0, —1.96) U (1.96, 0o)
— Nicht-Ablehnungsbereich: (—1.96,1.96)
— Kritische Werte: ¢, = —1.96, ¢, = 1.96.
— Entscheidungsregel: Lehne Hy ab, falls t(y) € C.
Durchfiithren des Tests:

— Stichprobe: Tégliche Renditen des DAX vom 25.03.1993 bis 30.09.2015,
insgesamt 5652 Beobachtungen (R-Programm siehe Abschnitt A.3, Seite 334,
Daten dax19930325_20150930.x1sx):

— Fir Hy : pg, = 0 und i = 0.00004130056 und 6; = 0.00002342752 ergibt
sich die Teststatistik

~0.00004130056 — 0

fv) — — 1.762908
) = =5 00002342752

— t(y) € C = Lehne Hj nicht ab.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit einer Fehlentscheidung?
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Eigenschaften eines Tests:

Fehler 1. Art (Type I error): Der Fehler erster Art eines Tests gibt an, mit welcher
Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese H fiir eine noch nicht erhobene Stichprobe verworfen
wird, obwohl H in der Grundgesamtheit korrekt ist:

Intuitive (schlampige) Schreibweise: P (Lehne H, ab|H, ist wahr)
Exakte Schreibweise: a(@)=P(Ne(C;0), 6cOp,. (5.75)

Beachte: Der Fehler 1. Art hangt moglicherweise von 0 ab!
Beispiel: Einseitiger ¢-Test, siche spéter.

Fehler 2. Art (Type II error bzw. -Fehler): Der Fehler zweiter Art gibt an, mit
welcher Wahrscheinlichkeit Hy nicht abgelehnt wird, obwohl Hj falsch ist:

Intuitive (...) Schreibweise: P (Lehne Hy nicht ab|H; ist wahr)
Exakte Schreibweise: B(O)=P(N¢C;0), 0cOp,. (5.76)

Giitefunktion (power function) eines Tests: Die Giitefunktion eines Tests gibt die
Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Parametervektor 8 € © an

7(60) = P (Lehne H, ab; @)

—1-P(\¢C;0), 0¢cO. (5:77)

Beachte: Die Giitefunktion ist fiir den gesamten Parameterraum @ definiert.

Giite, Macht (power) 7 eines Tests: Die Giite eines Tests gibt an, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit 7(80) die Nullhypothese fiir ein bestimmtes 6 abgelehnt wird, wenn 8 € © ,
ist:

(@) =1—-05(0), 0€Oy,.

Grofle (size) eines Tests: In vielen Fallen hangt der Fehler 1. Art von 8 € @y, ab. Das
Supremum der Fehler 1. Art tber alle méglichen 8 € ©p, wird als Grofle (size) eines
Tests bezeichnet:

sup P (N €C;0) (5.78)
HE@HO

Bestimmen des kritischen Bereichs C

Testverteilung: P(\ < z;60) — notwendig fir die Bestimmung der Giitefunktion 7(8)
(5.77) eines Tests.

— unter Hy : P(A < 2;60), 8 € ©p, — notwendig fir die Bestimmung des kritischen
Bereichs C.

— unter H; : P(A < ;0), 0 € Oy, — notwendig fir die Bestimmung der Giite eines Tests.

130



QR 5.6. Grundlagen von Tests

o Optimal wire, den Fehler 1. Art so klein wie moglich zu machen und gleichzeitig die
Giitefunktion eines Tests so grofl wie moglich zu machen. Das geht leider nicht. Deshalb
begrenzt man den Fehler 1. Art und moéchte dann die Giite 7(0) fir alle 8 € Op,
maximieren.

« Signifikanzniveau (level of significance, level): Deshalb wird ein Signifikanzniveau
a vorgegeben, das den Fehler 1. Art beschrankt:

P(Lehne Hy ab;0) = P(A € C;0) < o fiir alle 8 € Op,. (5.79)

Aus dieser Bedingung lasst sich der Ablehnungsbereich C = C(«) bestimmen.

o Falls mehrere Tests zur Auswahl stehen, die das Signifikanzniveau « einhalten, dann
wéahlt man den Test, der die Powerfunktion 7(8) fiir 8 € ©p, maximiert.

o Siehe folgendes Beispiel zur Ableitung der ¢-Statistik und des relevanten kritischen Bereichs.
Tests zum Uberpriifen von Hypothesen mit mehreren Parametern werden im Abschnitt
11.3.2 abgeleitet.

Beispiel: Test bzgl. des Erwartungswertes — Fortsetzung: Ableiten der
Teststatistik zum Testen einer Nullhypothese bzgl. des Erwartungswertes bei
bekannter Standardabweichung und Bestimmen des kritischen Bereichs

1. Unter den getroffenen Annahmen ist der Schétzer des Erwartungswertes nor-
malverteilt, siche (5.61)

fi(y) ~ N (u, f) : (5.61)

2. Allerdings héngt die Verteilung von unbekannten Parametern ab. Dies wird
durch Standardisieren vermieden:
fL—p

o/vn

N(0,1) (5.80)

Fall A: 0 = 0y bekannt: Unter Hy : 4 = pp, kann Ug/_\‘/% berechnet werden

und man erhélt eine standardnormalverteilte Teststatistik

:ﬂ_HHo

e ~ N(0,1). (5.81)

Fall B: 0 unbekannt: siche allgemeine Ableitung von (5.74) im Rahmen des
KQ-Regressionsmodells in Abschnitt 11.3.1.

3. Bestimmen des kritischen Bereichs C fiir Fall A (Fall B geht analog):

a) Festlegen des Signifikanzniveaus .

b) Graphik der Wahrscheinlichkeitsdichte von z(y) unter Hy:
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f(z)
kritischer Wert —c kritischer Wert c
Irrtumswahrschein— Irrtumswahrschein-
lichkeit o /2 lichkeit o/ 2
0 z
Ablehnungsbereich von Hg [  Nicht—Ablehnungsbereich von Hy | Ablehnungsbereich von Hg

Wann sollte man H, ablehnen?
Intuition: Falls z sehr grof§ (oder sehr klein) ist, dann ist

i. der geschitzte Erwartungswert /i weit weg von py, (unter Hy). Das
konnte Evidenz fiir Hy : p # pp, sein. Man sollte dann H, ablehnen.

ii. Oder die Standardabweichung o, = o0o/y/n der geschitzten Abwei-
chung ist klein im Vergleich zur Differenz i — pp, .

D. h., man sollte Hy ablehnen, wenn z sehr grof§ oder sehr klein ist.

Der kritische Bereich ist demnach
C = (—00,¢)U (¢, ).

Bestimmen der kritischen Werte ¢;, ¢, mit Hilfe des vorgegebenen Signifikanz-
niveaus (5.79). Ublicherweise teilt man das vorgegebene Signifikanzniveau
a auf beide Flanken symmetrisch auf. Der Fehler 1. Art ist dann kleiner
oder gleich dem Signifikanzniveau «, wenn gilt

P(z < c;ppy,00) <af2 und Pz > ¢ pp,,00) < /2,

(5.82)
F(zppy,00) < /2 und 11— F(z;pup,,00) < /2.
(5.83)
Unter Hy ist z standardnormalverteilt (2.5), so dass gilt
O(q) <a/2 und (1—P(c)) < a/2, (5.84)

Idealerweise soll das Gleichheitszeichen gelten, weil dann das Signifikanzni-
veau den Fehler 1. Art genau kontrolliert. Der kritische Wert ¢; entspricht
gerade dem «/2-Quantil (2.9) der Standardnormalverteilung

€= Qa2 = <I>_1(a/2), Cr = Qa2 = d1(1 - a/2).
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Aufgrund der Symmetrie der Normalverteilungsdichte ergibt sich ¢; = —¢, =
—c. Somit erhélt man fiir & = 0.05 die kritischen Werte —c = —1.96 bzw. ¢ =
1.96. Siehe z. B. Table G.1 in ( )) oder berechne ¢ mit dem
R-Befehl ¢ <- gnorm(p=1-alpha/2), wobei alpha das Signifikanzniveau
angibt.

Berechnen der Macht (Giite)

o Allgemeines Vorgehen: Bestimme zunéachst Giitefunktion, d. h. Dichtefunktion der Teststa-
tistik flir ein beliebiges @ € @. Da die Giite des Tests im Allg. von @ abhangt, berechnet
man die Giite des Tests fiir alle oder ausgewéhlte 8 € @p,. Die Giite wird berechnet, indem
die Flache unter der Dichtefunktion im kritischen Bereich bestimmt wird.

Beispiel: Test bzgl. des Erwartungswertes — Fortsetzung: Im Folgenden
wird weiterhin oy als bekannt vorausgesetzt:

— Sowohl unter Hy als auch H; gilt gegeben den Erwartungswert po und die
Standardabweichung oy des DGP geméaf (5.80), also

£ — o

oo/v/n

~ N(0,1).

Durch Erweitern erhélt man

it pry = Py — Ho L [, o Ho — Ho fo— fHy o — K
oo/v/n oo/v/n oo/ Vn oo/v/n oo/ vn
—_— ——

z(y) m

und somit erhalt man

=i ()

da X ~ N(m,1) dquivalent zu X —m ~ N(0, 1) ist.
— Fazit: Gilt H;, so ist die Dichte und auch die Verteilung der Teststatistik z(y)
um (po — pip,)/(00/+/n) verschoben.

— In der Abbildung der Dichte unter H; (fiir ein konkretes pg # ppy,) ergibt
sich die Giite bzw. power aus der Summe der beiden schraffierten Flachen:
7(0) = P(z < —¢;0) 4+ P(z > ¢;0), 6 € Of,.
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5. Grundlagen der Schatz- und Testtheorie QR

(z)

Gute = Summe der Ablehnungs-—

wahrscheinlichkeiten
kritischer Wert —c / kritischer Wert ¢

Ablehnungswahr—

Ablehnungswahr—
scheinlichkeit

e

0 Ho = HH, Z

scheinlichkeit

N

s

on
Ablehnungsbereich von Hg Nicht—AbIehnungsbereicﬁ von Hy | Ablehnungsbereich von Hg

— Fiir ein gegebenes o, steigt die Giite des Tests mit steigender Differenz zwischen
dem Nullhypothesenwert piy, und dem wahren Wert 1. Es ist dann “einfacher”,
eine falsche Nullhypothese abzulehnen.

— Fiir gegebene Parameterwerte 8 € © lasst die Powerfunktion berechnen und
graphisch darstellen.

Gutefunktion

a 02 04 06 08 10

Abbildung 5.3.: Giitefunktion fiir Test bzgl. Erwartungswert (R-Programm siehe Abschnitt A.3, Seite 336)
Verwendete Parameter: Signifikanzniveau a = 0.05 (rote horizontale Linie), uo — pm, € [—2,2],
n =50, 0 = 1 (schwarze Linie), o = 2 (blaue Linie).

« Eigenschaften der Giite: Giite eines Tests steigt mit
— groflerem Abstand zwischen korrektem Wert und Nullhypothese und/oder
— sinkender Standardabweichung ¢ und/oder
— mit Stichprobengrofie n.

Fazit: Statistische Tests erfordern mindestens die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsverteilung
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5.6. Grundlagen von Tests

Abbildung 5.4.:

————————

o
\\\\:\t\\gw\
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il

0.4

.05
0.2

05 0.0 0.20'
-05
mufoy - mulHjoy -1.0

Darstellung der Giitefunktion fiir z gegeben o = 0.05 auf einem Gitter (R-Programm siehe Ab-
schnitt A.3, Seite 337) Parameterbereich po — pm, € [-1,1], 05 = 00/v/n € [1/4/20,1/+/1000]

der Teststatistik unter Hy, aber um die Power zu bestimmen auch unter H;.

Test bzgl. Erwartungswert bei unbekannter Varianz: ¢-Statistik (5.74) (Fall B,
Seite 131)

In der Praxis ist die Varianz o? unbekannt. Das generelle Vorgehen wird anhand des Tests
bzgl. des Erwartungswertes illustriert.

Beispiel: Test bzgl. des Erwartungswertes — Fortsetzung:
Losung: Die Varianz o? wird mittels

1
n—1

82:

z": (yt - g)Z

t=1

geschatzt (vgl. (9.25)). Einsetzen von s in (5.80) ergibt
. s
Op = \/ﬁ

und die bereits fiir den Test des Erwartungswertes verwendete sogenannte t-
Statistik (5.74)

A 1 n
Th \/ﬁ S (v — 9)?
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5. Grundlagen der Schatz- und Testtheorie ﬁR

Diese t-Statistik ist nicht mehr normalverteilt. In Abschnitt 11.3.1 wird gezeigt,
dass diese t-Statistik einer t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden (kurz ¢,_,) folgt.

Damit gilt
,& — MH,

t(Y) =—F— ~tp1.
Oh

Zu den Eigenschaften der (symmetrischen) ¢-Verteilung (2.36) siche Teil I. Mathe-
matischer Vorkurs. Um die kritischen Werte

P(t < —c|Hy) = % und  P(t > ¢[Hy) = %

zu erhalten, kann man z. B. in Table G.2 in ( )) nachschauen
oder diese mit dem R-Befehl ¢ <- qt(p=1-alpha/2,df=n-k) berechnen, wobei
alpha das Signifikanzniveau und k die Zahl der geschatzten Parameter, hier k = 1,
angeben.

Ein- und zweiseitige Hypothesentests mit dem ¢-Test

Die Moglichkeit von einseitigen Tests besteht, wenn ein Element 6; des Parametervektors
0, wie z. B. der Erwartungswert pu, getestet werden soll. Sowohl fiir die ein- als auch den
zweiseitigen Test lautet die ¢-Statistik allgemein

o Zweiseitige Tests
HQ . Hj = Qj,HO versus [’IH1 . Qj 7& eijO.

o Einseitige Tests

— Test mit rechtsseitiger Alternative

H() : Qj < Gj,HO versus Hj : gj > Qj,Ho

Beachte: Héaufig, so auch in ( ), liest man Hy : 0; = 0, p, versus H; :
0; > 0; u,. Diese Schreibweise ist nic