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Der Haufigkeitsdoppelbaum

Anteilswerte und bedingte Wahrscheinlichkeiten
vorteilhaft visualisieren
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IDEE:  Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Anteilswerte werden anhand von
Héufigkeitsdoppelbdumen besonders

gut verstanden.
Vorlage Haufigkeitsdoppelbaum

2 Unterrichtsstunden

Der Umgang mit bedingten Wahrschein-
lichkeiten fiihrt bei Schiilerinnen und
Schiilern immer wieder zu Problemen.
Auch in realen Kontexten, wie beispiels-
weise der Medizin oder der Rechtspre-
chung, kommt es dabei wiederholt zu
Fehlurteilen, die sogar zu unnétigen
Operationen oder Gefiingnisstrafen fiir
unschuldige Personen fiihren knnen —
vor allem bei sogenannten Bayesiani-
schen Situationen (Borovenik 2016,
Binder/Vogel 2018). Dabei handelt es
sich um Aufgaben, in denen auf eine
bedingte Wahrscheinlichkeit P (A) ge-
schlossen werden soll und die mit der
Formel von Bayes oder mithilfe von
Pfadregeln geltst werden kinnen.

Bedingte Wahrscheinlichkei-
ten besser verstehen

Zwei Strategien sind bekannt, die das
Verstindnis bedingter Wahrscheinlich-
keiten verbessern — zum einen die Ver-
wendung absoluter Hiufigkeiten anstel-
le von Wahrscheinlichkeiten und zum
anderen die Visualisierung der statisti-
schen Informationen.

Absolute Haufigkeiten werden besser
verstanden als relative

Aufgaben mit bedingten Wahrschein-
lichkeiten oder Anteilswerten werden
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nur selten richtig geldst (dies zeigen
viele Studien, vgl. Gigerenzer/Hoffra-
ge 1995). Betrachten wir hierzu die fol-
gende Aufgabe:

— Snapchat-Aufgabe
(Wahrscheinlichkeiten)
An deiner Schule sind 40 % M id-
chen (M) und 60 % Jungen (J).
Eine aktuelle Studie zur Mediennur-
zung von Schiilerinnen und Schii-
lern zeigt, dass 30 90 der Mdidchen,
aber nur 10 % der Jungen den Mes-
saging-Dienst Snapchat (S) nutzen.
Du triffst in der Schule einen Snap-
chat-User. Wie wahrscheinlich ist
es, dass es sich dabei um ein Mid-
chen handelt?

Die richtige Losung lautet:

Py (8) - P(M)
FiM)=e 5. PO+ P S -PU) 3
Die Aufgabe wird erfahrungsgemil
leichter 16sbar, wenn alle Informatio-
nen mit absoluten Hiufigkeiten darge-
boten werden:

3]

— Snapchat-Aufgabe
(absolute Hiufigkeiten)
An deiner Schule sind von 500 Ju-
gendlichen 200 Mddchen und 300
Jungen. Von den 200 Mdidchen nut-
zen 60 Snapchat, von den 300 Jun-
gen nutzen nur 30 Snapchat. Du
triffst in der Schule einen Snapchat-
User. Wie wahrscheinlich ist es,
dass es sich dabei um ein Mcidchen
handelt? Oder anders gefragt: Wie
viele der Snapchat-Nutzer deiner
Schule sind Mddchen?

Nun sieht man die richtige Losung
deutlich schneller. Insgesamt gibt es 90
Snapchat-Nutzer an der Schule. Von die-
sen 90 Snapchat-Nutzern sind 60 Miid-

chen. Die richtige Antwort lautet also
..Die Wahrscheinlichkeit, dass es sich
bei dem Snapchat-User um ein Miidchen
handelt, ist % bzw. ca. 66,7%".

Visualisierung der Informationen

als zusétzliche Unterstiitzung

In der Schule werden Wahrscheinlich-
keiten vor allem mit Vierfeldertafeln
oder mit Baumdiagrammen visualisiert,
die entweder mit absoluten oder mit re-
lativen Hiufigkeiten ausgefiillt werden
(Abb. 1).

Erstaunlicherweise werden Baum-
diagramme mit absoluten Hiiufigkeiten
in den Knoten (Wassner u. a. 2004), die
sich in Studien als besonders verstiind-
nisfordernd erwiesen haben (Binder u. a.
2018), in der Schule bislang kaum ein-
gesetzt. Abb. 1 (unten) zeigt zusiitzlich
auch noch Doppelbiiume mit absoluten
und mit relativen Hiufigkeiten, die wir
hier als neue Visualisierungsmoglich-
keit vorstellen.

Es gibt in der didaktischen Litera-
tur noch zahlreiche weitere Visualisie-
rungsmoglichkeiten, wie beispielswei-
se Einheitsquadrate (Bécherer-Linder
u. a. 2018) oder ikonische Darstellun-
gen, die hier nicht weiter aufgegriffen
werden sollen.

Welche der Visualisierungen aus
Abb. 1 unterstiitzen nun das Verstindnis
der Schiilerinnen und Schiiler mehr und
welche weniger?

Empfehlungen fiir
Visualisierungen

In Visualisierungen bedingter Wahr-
scheinlichkeiten sind unserer Ansicht
nach vier zentrale Aspekte didaktisch
hilfreich, die im Folgenden diskutiert
werden sollen (Tah. 1).
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Abb. 1: Vierfeldertafel, Baumdiagramm und Doppelbaumdiagramm, jeweils mit relativen bzw. absoluten Haufigkeiten
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Tab. 1: Welche verstandnisférdernden Eigenschaften besitzen die jeweiligen Visualisierungen?
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Abb. 2: Struktur eines Doppelbaums

1. Visualisierungen mit absoluten
Hdiufigkeiten sind grundsiitzlich vorzu-
ziehen, da absolute Hiufigkeiten zu kon-
kreten Personengruppen (z. B. Jugendli-
che) gehoren oder Objekten entsprechen,
die man sich leichter vorstellen kann als
Wahrscheinlichkeiten oder Anteile.

2. Baumdiagramme sind vor allem
dann vorzuziehen, wenn bedingte Wahr-
scheinlichkeiten visualisiert werden sol-
len. In Vierfeldertafeln werden dagegen
lediglich Schnittwahrscheinlichkeiten
abgebildet. Man beachte, dass in der
Vierfeldertafel (Abb. 1, oben) kein Platz
fiir die bedingten Wahrscheinlichkeiten
(z. B. 30 %) ist, die sich aber im Baum-
diagramm bequem an die Aste platzie-
ren lassen.

3. In Baumdiagrammen bleibt der
sequenzielle Charakter der Aufga-
be erhalten (1. Merkmal: Geschlecht,
2. Merkmal: nutzt Snapchat). In Dop-
pelbédumen sind dariiber hinaus beide
Leserichtungen (erst Geschlecht, dann
Snapchat vs. erst Snapchat, dann Ge-
schlecht) gleichermalien sichtbar. Die
beiden Leserichtungen entsprechen
den beiden mdoglichen sequentiellen
Aufteilungen einer Personengruppe
oder Objekten nach zwei Merkmalen.

4. Baumdiagramme haben darii-
ber hinaus den Vorteil, dass sich Wahr-
scheinlichkeiten und absolute Hiufig-
keiten gleichzeitig darstellen lassen, da
man einen Baum mit relativen Hiufig-
keiten und einen Baum mit absoluten
Hiufigkeiten ..iibereinander schieben*
kann (z. B. Abb. 1 links und rechts), was
mit den entsprechenden Vierfeldertafeln
nicht ohne Weiteres moglich ist (in jeder
Zelle steht immer nur eine Zahl).
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Abb. 3: Beschriftung des Baums

Der Doppelbaum

Uber die genannten Vorteile hinaus, hat
der Hiufigkeitsdoppelbaum vor allem
drei entscheidende Merkmale (vgl. Bin-
der/Krauss/Wassner 2018):

1. Zur Lésung von Aufgaben mit be-
dingten Wahrscheinlichkeiten benétigt
man weder die Pfadregeln noch den Satz
von Bayes.

2. Durch die Konstruktion eines
Doppelbaumes lisst sich eine grofie
Klasse von Aufgaben losen, darunter fal-
len Aufgaben zu bedingten Wahrschein-
lichkeiten, zu Schnittwahrscheinlichkei-
ten, Aufgaben, die bislang mit Pfadre-
geln gelost werden usw.

3. Der Doppelbaum lisst sich be-
quem bereits in der Unterstufe bei Auf-
gaben zu Anteilswerten einsetzen und
ist ein Werkzeug, das bis zum Abi-
tur tragen kann (,.Spiralcurriculum®),
Selbst viele Abituraufgaben zu be-
dingten Wahrscheinlichkeiten lassen
sich so durch einfache Mittel (Prozent-
rechnung, Bruchrechnung) lésen (Bin-
der u. a. 2018). Wird nur der Satz von
Bayes angewendet, finden Schiilerinnen
und Schiiler die Ergebnisse von Bayes-
Aufgaben hiiufig nicht , einsichtig”. Der
kognitive Konflikt, der oft bei Bayesia-
nischen Aufgaben entsteht, kann nur mit
absoluten Hiufigkeiten wirklich aufge-
16st werden.

Der Haufigkeitsdoppelbaum

Im Folgenden soll die Konstruktion ei-
nes Hiufigkeitsdoppelbaumes beschrie-
ben werden, wie sie von der Unterstufe

Abb. 4: Baumdiagramm mit allen
Informationen aus der Aufgabe

bis zum Abitur zur Anwendung kommen
kann. Der Doppelbaum wird dabei als
Struktur vorgegeben und gemeinsam mit
den Lernenden gefiillt.

Schritt 1: Zeichnen der Struktur
Zuniichst wird eine leere Struktur ei-
nes Doppelbaumdiagramms gezeich-
net, wobei die untere graue Hiilfte der
Knoten jeweils fiir die Beschriftung re-
serviert ist (Abb. 2). Die genaue Frage-
stellung muss an dieser Stelle noch nicht
beachtet werden.

Die Zweiteilung der Beschriftungs-
felder in der mittleren Ebene ist erfor-
derlich, weil dort die Informationen aus
der Ebene dariiber und aus der Ebene da-
runter zusammengefiihrt werden miis-
sen. Hier werden dann also die Schnitt-
Ereignisse dargestellt, beispielsweise:
..Midchen und Snapchat™.

Natiirlich kann der Doppelbaum
auch um 90 Grad gedreht dargestellt
werden, wie das auch bei normalen
Baumdiagrammen manchmal gern ge-
macht wird.

Schritt 2: Beschriftung

Im niichsten Schritt erfolgt die Beschrif-
tung jeweils in der unteren Hiilfte der
Knoten (Abb. 3).

Schritt 3: Eintragen der Daten

Im niichsten Schritt werden nach und
nach alle statistischen Informationen an
die Pfade des Baumes geschrieben, die
in der Aufgabenstellung gegeben sind
(Abb. 4). In der Snapchat-Aufgabe ist zu-
néichst die Information gegeben, dass
40% der Jugendlichen Miidchen sind
und 60 % Jungen.
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Abb. 5: Eintrag der (imaginéren) Stichprobe

Diese beiden Zahlen werden an die pas-
senden Aste im Baumdiagramm einge-
tragen. Die niichste Information lautet,
dass 30 % der Miidchen Snapchat nut-
zen. Auch fiir diese Zahl wird der pas-
sende Ast gesucht und die Information
dort notiert, SchlieBlich wird noch in das
Baumdiagramm geschrieben, dass 10 %
der Jungen Snapchat nutzen.

Im niichsten Schritt erfolgt der Uber-
gang zu absoluten Hiufigkeiten. Ist in
der Aufgabe keine konkrete Stichpro-
be gegeben, ist dies der didaktisch ent-
scheidende Schritt,

Schritt 4: Wahl einer Stichprobe

Durch die Wahl einer ,imaginiren*
Stichprobe wird es nun moglich, sich
konkrete Personengruppen oder Objekte
- in unserem Fall: Jugendliche — vorzu-
stellen. Oftist es ratsam, mit einer Stich-
probe von 100 oder 1.000 zu beginnen. In
unserem Beispiel betrachten wir 500 Ju-
gendliche, die im obersten und im unters-
ten Knoten eingetragen werden (Abb. 5).
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Abb. 6: Eintragen der Anzahlen der
Madchen und Jungen in die Knoten

Sind in der Aufgabenstellung sehr groBe
oder sehr kleine Prozentzahlen gegeben
(wie das z. B. oft bei medizinischen Kon-
texten der Fall ist), so muss eine entspre-
chend groBe fiktive Stichprobe gewiihit
werden, um in der mittleren Ebene gan-
ze Zahlen zu erhalten. Durch ein einfa-
ches ., Anhiingen von Nullen* kann das
aber schnell korrigiert werden, falls man
im ersten Schritt eine zu kleine Stichpro-
be ausgewiihlt hat (Man kann sich auch
liberlegen, wie man selbst bei Anteils-
werten wie % oder % an den Asten den-
noch in der mittleren Ebene ganze Zah-
len erhalten kann, vgl. Binder u. a. 2018).

Schritt 5: Was bedeuten die
Informationen fiir die Stichprobe?

Im néichsten Schritt wird nun iiberlegt,
was die gegebenen statistischen Infor-
mationen an den Asten fiir die Stich-
probe von 500 Jugendlichen bedeu-
ten. Die 40 % bedeuten beispielsweise,
dass von 500 Jugendlichen 200 Miid-
chen sind, wiihrend es sich bei den rest-

Abb. 7: Eintragen der Madchen,
die Snapchat nutzen bzw. nicht nutzen

lichen 300 Jugendlichen um Jungen han-
delt (Abb. 6).

Als Nichstes kann man die 30 % in
ganze Zahlen iibersetzen: Wenn 30 %
der 200 Midchen Snapchat nutzen, so
bedeutet dies, dass 60 M:idchen Snap-
chat nutzen und 140 Miidchen Snapchat
nicht nutzen. Auch diese absoluten Hiu-
figkeiten kdnnen nun in den Doppel-
baum eingetragen werden (Abb. 7).

SchlieBlich kann nun eingetragen
werden, was es bedeutet, dass 10% der
Jungen Snapchat nutzen: Demnach nut-
zen 30 der 300 Jungen Snapchat, wiih-
rend 270 Snapchat nicht nutzen (Abb. 8).

Die letzten beiden noch leeren Kno-
ten lassen sich nun aufgrund der einfa-
chen additiven Strukturen bequem er-
ginzen: Insgesamt nutzen 90 Jugendli-
che Snapchat und 410 Jugendliche nut-
zen Snapchat nicht (Abb, 9).

Schritt 6: Ablesen der Losung
Im sechsten und letzten Schritt kénnen
nun die Losungen zu beliebigen Frage-

[ 200 300 200 |
| Madchen Jungen Madchen | Jungen
30% 10% 30% 10% 30% 70%  10% 90%
60 | [ 140 [ 3 | 210 ) L 60 |[ 140 ) 30 [ 210 60 140 30 270 |
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Abb. 8: Eintragen der Jungen, die Snapchat
nutzen bzw. nicht nutzen
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Snapchat (5)

Abb. 9: Erganzen der letzten beiden
Knoten im Baum

Abb. 10: Doppelbaumdiagramm mit allen
absoluten und relativen Haufigkeiten
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Der Doppelbaum - eine Visualisierung
far alle Klassenstufen
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Aufgabe 1 - Klasse 6

Die 125 Schulerinnen und Schdler der 6. Klassen im Ge-

schwister-Scholl-Gymnasium werden gefragt, ob sie ei-

nem Sportverein angehoren oder nicht. 25 der 75 Jun-

gen und 15 Madchen gehoren einem Sportverein an

(siehe auch Baumdiagramm, oben).

= Erganze die Beschriftungen in den grauen Feldern in
der Mitte des Baumdiagramms.

= Fille nun den Doppelbaum mit den noch fehlenden
absoluten Haufigkeiten aus.

= Wie viele Madchen sind nicht in einem Sportverein?

= Wie groB ist unter allen Sportvereinsmitgliedern der
Anteil der Madchen?

Madchen J

| [ 15

Aufgabe 2 - Klasse 11

Eine Untersuchung bei Neugeborenen soll eine Stoff-

wechselkrankheit erkennen. Dabei wird in 0,1 % aller Fal-

le eine vorliegende Stoffwechselerkrankung nicht ent-

deckt, wahrend diese Untersuchungsmethode in 0,01 %

aller Falle irrttmlich eine Krankheit anzeigt. Durchschnitt-

lich haben bei 1100000 Geburten 200 Neugeborene die-

se Krankheit.

» Zeichne einen Doppelbaum mit absoluten und mit rela-
tiven Haufigkeiten, der diesen Sachverhalt visualisiert.

» Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass ein als krank
diagnostiziertes Baby diese Krankheit wirklich hat.

» Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass ein als gesund
diagnostiziertes Baby auch nicht unter dieser Krank-
heit leidet.

* Zeige, dass die Seltenheit der Krankheit einen sehr
groBen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit hat, ob ein
als krank diagnostizierter Saugling diese Krankheit
wirklich hat oder nicht.

Aufgabe 3 — Abitur Bayern 2012

Nachdem die Verfilmung eines bekannten Romans erfolg-
reich in den Kinos gezeigt wurde, veréffentlicht eine Ta-
geszeitung das Ergebnis einer reprasentativen Umfrage
unter Jugendlichen. Der Umfrage zufolge hatten 88% der
befragten Jugendlichen den Roman zum Zeitpunkt des Ki-
nostarts noch nicht gelesen, 18% sahen die Verfilmung.
Von den Befragten, die laut Umfrage den Roman zum
Zeitpunkt des Kinostarts bereits gelesen hatten, gaben
60 % an, die Verfilmung gesehen zu haben.

Betrachtet werden folgende Ereignisse:

R: ,Eine aus den Befragten zuféllig ausgewahlte Person
hatte laut Umfrage den Roman zum Zeitpunkt des Kino-
starts bereits gelesen.”

V: ,Eine aus den Befragten zufallig ausgewahlte Person
sah laut Umfrage die Verfiimung.*

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine
aus den Befragten zufallig ausgewahlte Person, die laut
Umfrage den Roman zum Zeitpunkt des Kinostarts noch
nicht gelesen hatte, angab, die Verfilmung gesehen zu
haben.

Lose die obige Abituraufgabe mit einem
Haufigkeitsdoppelbaum.

stellungen abgelesen werden. In unse-
rem Fall hatten wir die Frage gestellt:
..Du triffst in der Schule einen Snap-
chat-User. Wie wahrscheinlich ist es,
dass es sich dabei um ein Miidchen han-
delt?*. Aus dem Baumdiagramm kann
einfach abgelesen werden, dass 60 der
90 Snapchat-Nutzer Midchen sind. Die
Wahrscheinlichkeit P (M) betrigt dem-
nach % =3

Falls es gewiinscht ist, kénnen auch
die entsprechenden Wahrscheinlich-

16

keiten an den Pfaden ergiinzt werden
(Abb. 10). Zur Beantwortung der Fragen
ist dies aber nicht notwendig, da sich alle
Wabhrscheinlichkeiten nun durch einfa-
che Verhiiltnisbildungen erhalten lassen.

Auch Schnittwahrscheinlichkeiten
konnen so direkt abgelesen werden, in-
dem die zweite beziechungsweise vier-
te Ebene iibersprungen wird. Mochte
man beispielsweise wissen, wie grof§
die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass
es sich bei einem Jugendlichen um ein

Miidchen handelt und dieser Jugendli-
che Snapchat nutzt, so entspricht dies 60
von 500 Jugendlichen, also einer Wahr-
scheinlichkeit von 12 %.

Hinweise fiir den Unterricht

Doppelbiume, die absolute und relati-
ve Hiufigkeiten zugleich tragen kén-
nen, haben viele hilfreiche Eigenschat-
ten. Durch die Baumstruktur ist der se-
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quenzielle Charakter der Aufgabenstel-
lung deutlich erkennbar. Im Gegensatz
zum einfachen Baumdiagramm erlaubt
der Doppelbaum auBerdem beide Lese-
richtungen (d. h. Teilmengenbildungen)
gleichermalen.

Die Komplettierung des Doppelbau-
mes gelingt bei einer groBen Bandbrei-
te von Aufgabenstellungen, beginnend
von der Unterstufe bis hin zum Abitur —
von absoluten Hiufigkeiten iiber Anteils-
werte bis hin zum Begriff der bedingten
Wahrscheinlichkeit, und zwar unabhiin-
gig von der gegebenen Fragestellung.

Unserer Erfahrung nach kann der
Hiufigkeitsdoppelbaum bereits in der
5. Klasse (dann nur mit absoluten Hiiu-
figkeiten) eingefiihrt werden. Zu Be-
ginn istes moglicherweise etwas gewih-
nungsbediirftig, dass sich in der unteren
Hiilfte des Doppelbaumes zwei Pfade
tiberschneiden. Nach dem Lésen weni-
ger Aufgaben konnen die Schiilerinnen
und Schiiler aber gut mit dieser Visuali-

sierung arbeiten (im Héufigkeitsdoppel-
baum werden im Ubrigen exakt diesel-
ben Zahlen dargestellt, wie in einer Vier-
feldertafel mit absoluten Hiufi gkeiten).
Wird der Doppelbaum sicher be-
herrscht, sollte man den flexiblen Ein-
satz der verschiedenen Visualisierun-
gen (einfaches Baumdiagramm, Dop-
pelbaum und Vierfeldertafeln) iiben und
zum Beispiel auch bewusst Vierfelder-
tafeln aus Doppelbiumen erstellen las-
sen und umgekehrt, um den Wechsel
zwischen den verschiedenen Darstel-
lungsarten zu iiben. Spiitestens bei der
Einfiihrung von relativen Hiiufigkeiten
wird der Vorteil von (Doppel-)Baum-
diagrammen bei Aufgaben mit beding-
ten Wahrscheinlichkeiten ersichtlich:
Wihrend fiir das Ausfiillen einer Vier-
feldertafel Nebenrechnungen notwen-
dig werden, konnen die gegebenen In-
formationen (egal, ob in Hiiufigkeiten
oder Wahrscheinlichkeiten) einfach in
den Doppelbaum eingetragen werden.
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Das Geheimnis der Analysis

" Mathematik lernen mal ganz anders: ein Comic mit acht witzigen
Abenteuergeschichten, die der sympatische (Anti-)Held Frederik in
seinem chaotischen Alltag erlebt

v/ Eine kompakte Einflihrung in mathematische Themen wie Funkti-
onen, Null- und Schnittstellenberechnung, Differential- und Inte-
gralrechnung, Sinusfunktionen, die leicht verstindlich und ohne
unnatigen Formelballast in die Tiefe geht

+" Dem Comic gelingt, wozu klassische Lehrmittel meist nicht in der
Lage sind: Er verkniipft komplexe Mathematik mit hintergriindiger
Unterhaltung - einfach, genial, frech und provozierend!
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