KARIN BINDER, MARKUS VOGEL

Pra-Bayes’sche Verhaltnisse

Mit Aufgabenvariationen zum Satz von Bayes

LERNGRUPPE: 4.-7. Schuljahr
IDEE: Einfache Kontexte und gute
Visualisierungen machen die
Idee des Satzes von Bayes leicht |
zugdnglich
ARBEITSBLATT: Strukturgleiche Aufgaben
ZEITBEDARF: 1 Unterrichtsstunde

In unserer heutigen Gesellschaft sind
wir tagtiglich einem , Trommelfeu-
er” aus Daten, Statistiken, Kurven und
Trends ausgesetzt (Krimer, 1998). Un-
gliicklicherweise unterliegen Laien
und sogar Experten Urteilsfehlern mit
teils dramatischen Folgen, wenn statis-
tische Informationen miteinander ver-
kniipft werden miissen. Besonders feh-
leranfiillig sind Menschen bei Urteilen,
die mathematisch im Zusammenhang
mit bedingten Wahrscheinlichkeiten
und dem Satz von Bayes stehen. Selbst
Fachleute (etwa Mediziner oder Juris-
ten) liegen bei wichtigen, ihr Fachge-
biet betreffenden, Entscheidungspro-
zessen in Bayesianischen Situationen
oft betriichtlich daneben. So scheitern
viele Menschen bei Fragestellungen
wie etwa in der beriihmten Mammo-
graphie-Aufgabe (nach Eddy 1982):

— Mammographie-Aufgabe
Fiir eine Frau im Alter von 50 Jah-
ren, die an einem routinemdif3i-
gen Screening zur Brustkrebsfriih-
erkennung teilnimmt, wird mit einer
Wahrscheinlichkeit von 1 % erwar-
tet, dass sie Brustkrebs hat. Wenn
eine Frau Brustkrebs hat, liegt die
Wahrscheinlichkeit bei 80 %, dass
sie einen positiven Mammographie-
Befund erhdlt. Wenn eine Frau kei-
nen Brustkrebs hat, ist die Wahr-
scheinlichkeit 10 %, dass sie den-
noch einen positiven Befund erhiilt.
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Stellen Sie sich vor, eine Frau die-
ses Alters erhdlt einen positiven
Mammographie-Befund. Wie hoch
ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie
tatséichlich Brustkrebs hat?

Damals schiitzten etwa 95 % der be-
fragten Arzte die Wahrscheinlichkeit
als zwischen 70 % und 80 % liegend
ein (vgl. Eddy 1982). Die richtige Ant-
wort liegt hingegen bei 7,5 % (aktu-
ell liegt der reale Wert im deutschen
Brustkrebsscreening tibrigens bei noch
immer erschreckend niedrigen 13 %).
Dass bei solchen Fragen die mensch-
liche Intuition durchweg wenig zuver-
lissig ist, ist mittlerweile auch in der

Schulpraxis gut untersucht und belegt.

Welche Ansiitze gibt es nun, um im Un-

terricht Schiilerinnen und Schiiler zu

befiihigen, Bayesianische Situationen
durchdringen zu kénnen?

In algebraisch-technischer Hinsicht
wird zur Losung solcher Probleme kei-
ne anspruchsvolle Mathematik benétigt
— was in gewisser Weise erstaunlich ist.
In der Mammographie-Aufgabe wer-
den mit der Bruch- und Prozentrech-
nung lediglich Themen der Unter- bzw.
Mittelstufenmathematik adressiert (vgl.
auch das Beispiel zum Hértest fiir Neu-
geborene in Strick 2012 oder Borovc-
nik 2016). Dies war fiir uns der Anlass,
dariiber nachzudenken, wie in der Un-
terstufe der Satz von Bayes im Sinne
des Spiralprinzips mit gezielten Auf-
gabenvariationen vorbereitet werden
kann. Wir betrachten dabei
» Variationen zur Art des Sachkon-

textes,

* Variationen zur Art, wie die statis-
tische Information dargestellt wird
und

* Variationen zur Art, welche
Schlussfolgerungen zu ziehen sind.

Daneben greifen wir auf zwei bereits

bekannte Strategien zuriick, die sich in

der Forschung zu Bayesianischen Auf-

gaben (s. Gigerenzer/Hoffrage 1995)

als besonders lernwirksam erwiesen

haben:

1. Darstellung der statistischen Infor-
mationen mit absoluten Hiufigkei-
ten und

2. Visualisierung der statistischen
Informationen beispielsweise mit
Einheitsquadraten oder Baumdia-
grammen.

Ansétze in der Unterstufe

Es lohnt sich also, Situationen mit zwei
dichotomen Merkmalen bereits beson-
ders friih zu unterrichten und im Laufe
der Schulzeit immer wieder aufzugrei-
fen. Vorformen Bayesianischer Auf-
gaben konnten bereits in der Grund-
schule unterrichtet werden, indem bei-
spielsweise mit binidren Tiirmchen aus
je zwei bunten Steckwiirfeln gearbeitet
wird (z.B. gelb = Miidchen, rot = Jun-
ge, blau = hat ein Haustier, griin = hat
kein Haustier; siehe Kurz-Milcke/Mar-
tignon 2006).

Es geht also darum, die Problem-
stellung didaktisch zu reduzieren, da-
mit die mathematische Grundstruktur
des richtigen In-Beziehung-Setzens
von Teilmengen heraustreten kann.
Hierzu lassen sich einige Aufgabenva-
riationen fiir die frithe Sekundarstufe I
konzipieren, die wir im Folgenden dar-
stellen. Die Aufgaben wurden von Ler-
nenden dieser Jahrgangsstufe begeis-
tert gelost.

Variation der Sachkontexte

Ein erster Schritt zur Komplexitits-
reduktion kann sein, den Sachkon-
text zu wechseln, aber die mathema-
tische Grundstruktur beizubehalten
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(vgl. Eichler/Vogel 2013). Anstelle von
Mammographie-Befunden oder HIV-
Testergebnissen, konnen beliebige Bei-
spiele aus der Alltags- und Erlebnis-
welt der Schiilerinnen und Schiiler be-
trachtet werden, bei denen Merkmale,
die jeweils zwei sich gegenseitig aus-
schlieBende Auspriigungen haben (et-
wa ..Midchen, Jungen™ und ,,Brille,
keine Brille* oder ,,Schwimmer, Nicht-
schwimmer*), in ein zueinander bedin-
gendes Verhiiltnis gestellt werden. So
konnte eine strukturgleiche Aufgabe
lauten:

-+ Schwimmfliigel-Aufgabe (1)
In der fiinften Klassenstufe sind
60 % Jungen. Von den Jungen kin-
nen 30 % nicht schwimmen und von
den Mddchen kénnen 20 % nicht
schwimmen. Die Nichtschwim-
mer tragen im Schwimmunter-
richt Schwimmfliigel, die Schwim-
mer gehen ohne Schwimmfliigel ins
Wasser. Als die Klasse nach dem
Schwimmunterricht bereits auf
dem Heimweg ist, entdeckt der Ba-
demeister ein liegengebliebenes
Paar Schwimmfliigel. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit gehdren diese
Schwimmfliigel einem Jungen?

Losung:

Wenn in einem Zufallsexperiment ge-
dacht mit J (Junge), M (Midchen),
f (mit Schwimmfliigeln) und o (ohne
Schwimmfliigel) die jeweiligen Zu-
fallsereignisse abgekiirzt seien, ldsst
sich die Losung errechnen durch:

B P(J) - P(f1J)
P(JIf) = P(J)) - P(f1]) + P(M) - P(fIM)
60% - 30 %

=60% -30% +40% - 20%
=69,2%

Ein Kontextwechsel der dichotomen
Merkmale Geschlecht und Schwimm-
kenntnisse ermoglicht grundsiitzlich
beliebige Aufgabenkonstruktionen.
Beim Wechsel von einer ,realen Re-
alitiit** zu einer ,,virtuellen Realitit™
(vgl. Eichler/Vogel 2014) konnen be-
liebige Merkmale zueinander in einen
zwar kiinstlichen — und das erfahren
die Lernenden auch —, aber dennoch
realen Aufgabenzusammenhang ge-
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stellt werden, ohne dass die kontextuel-
le Sinnhaftigkeit und die innere Sach-
logik leiden miissen. Auch mathema-
tisch interessante ,,was-wire-wenn"-
Uberlegungen werden durch solche
Kontextvariationen leichter méglich.

Variation der statistischen
Informationen

Wenn das Unterrichtsziel nicht das
Rechnen mit Prozenten ist. kann das
Ubersetzen der prozentualen Anga-
ben in absolute Hiufigkeiten ein wei-
terer Schritt zur Problemvereinfachung
sein. Dann wird statt von ,,15% Nicht-
schwimmer* zum Beispiel von .,15 von
100 Kindern konnen nicht schwim-
men* gesprochen (vgl. Gigerenzer/
Hoffrage 1995):

— Schwimmfliigel-Aufgabe (2)
Von 100 Kindern in der fiinften
Klassenstufe sind 60 Jungen und 40
Mcidchen. Von den 60 Jungen kin-
nen 18 nicht schwimmen und von
den 40 Mcidchen 8 nicht. Die Nicht-
schwimmer tragen im Schwimmun-
terricht Schwimmfliigel, die Schwim-
mer gehen ohne Schwimmfliigel ins
Wasser. Als die Klasse nach dem
Schwimmunterricht bereits auf
dem Heimweg ist, entdeckt der Ba-
demeister ein liegengebliebenes
Paar Schwimmfliigel. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit gehdren diese
Schwimmfliigel einem Jungen?

Losung:
PUIf) = D

18 + 8

=18 _6929
=56 =0692%

Die Schiilerinnen und Schiiler sind
nicht mehr in vergleichbarem Malle mit
den Schwierigkeiten der Prozentrech-
nung befasst, da nur noch ein einfaches
Verhiiltnis gebildet werden muss und
so die Berechnung vereinfacht wird: 18
von 26 Kindern mit Schwimmfliigeln
sind Jungen.

~@aesichter” der Aufgabe

Fiir alle statistischen Angaben und
auch die Fragestellung gibt es dabei
drei ..isomorphe Gesichter” (so Bin-

der/Krauss/Wassner 2018; 8. 9), die je-
weils unterschiedliche Schwierigkeits-
grade fiir Schiilerinnen und Schiiler be-
deuten:
1. Wie viele der A sind B?
2. Wie hoch ist der Anteil der B unter
den A7 und
3. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit
fiir B unter der Bedingung A?
Wiihrend fiir letztere Formulierung der
Begriff der bedingten Wahrscheinlich-
keit bekannt sein muss, kénnen Fragen
der Form 1 und 2 bereits in der Unter-
und Mittelstufe beantwortet werden.
Auf das Schwimmfliigel-Beispiel be-
zogen, lassen sich demnach drei ver-
schiedene Fragen stellen, die sich im
Schwierigkeitsgrad unterscheiden:
1. Wie viele der Kinder mit
Schwimmfliigeln sind Jungen?
2. Wie grob ist der Anteil der Jungen
unter den Schwimmfliigeltrigern?
3. Wie groB ist die Wahrscheinlich-
keit, dass es sich um einen Jungen
handelt, wenn ein Paar Schwimm-
fliigel gefunden wird?
Die erste Frage lisst sich sogar vor
der Bruch- oder Prozentrechnung be-
antworten. Es konnen also sowohl die
Art der statistischen Informationen der
Aufgabenstellung als auch die Art der
statistischen Information nach der ge-
fragt wird, variiert werden, um die Fra-
gestellung einfacher oder schwieriger
zu gestalten.

Visualisierungen

Mit Visualisierungen lassen sich Infor-
mationen aus der Textabfolge heraus-
losen — sie sind fiir Lernende damit ei-
ne Hilfe beim Erfassen des gegebenen
Sachverhalts. Zwei Darstellungen sind
dazu unseres Erachtens besonders ge-
eignet: Das Einheitsquadrat und das
Baumdiagramm (vgl. Bocherer-Linder
u.a. 2018, Binder u. a. 2015).

Das Baumdiagramm (Abb. 1) hat ei-
ne hierarchische Struktur, die das Le-
sen entsprechend der Chronologie des
Aufteilens in Teilgruppen visualisiert:
Die 100 Kinder werden auf der ersten
Ebene nach dem Merkmal Geschlecht
in Jungen und Midchen aufgeteilt. In
der niichsten Baumebene gliedern sich
beide Aste jeweils nach dem Merk-
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Abb.1: Baumdiagramm zur Visualisierung der Schwimmfligel-Aufgabe

mal der Schwimmfiihigkeit auf. Fiir die
Losung miissen die Schiilerinnen und
Schiiler die entsprechenden Knoten des
Baumes richtig kombinieren.

Das Einheitsquadrat (Abb. 2) ist
nicht-hierarchisch. Es wird zuniichst
vertikal in zwei Rechtecke aufeeteilt,
die fiir die Jungen und Miidchen stehen.
AnschlieBend werden diese Rechtecke
jeweils horizontal unterteilt, sodass die
nach Schwimmfihigkeit aufgeglieder-
ten Teilmengen von Jungen und Mid-
chen entstehen. Fiir die Losung miissen
die entsprechenden Teilmengen richtig
kombiniert werden.

Egal, ob im Unterricht mit Ein-
heitsquadrat, Baumdiagramm oder mit
beiden Darstellungen gearbeitet wird:
Fiir die Schiilerinnen und Schiiler lisst
sich auf diese Weise die Sequenzie-
rung auf der rein textuellen Ebene auf-
brechen und der Fokus auf das Erken-
nen von Teilmengenbeziehungen len-
ken (vgl. Bocherer-Linder u.a. 2018).
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identifizieren und zueinander in Bezie-
hung zu setzen. Wenn es um Aufgaben
einer ,virtuellen* Realitiit geht (s.o0.),
sind der Fantasie keine Grenzen ge-
setzt, wie die Bayesianischen Proble-
me auf dem Arbeitsblatt zeigen.

Um Ubergeneralisierungen zu ver-
meiden und ein vertieftes Verstiindnis
fiir Situationen mit zwei dichotomen
Merkmalen zu ermdéglichen, sollten
nicht nur Bayesianische Aufgaben ge-
stellt, sondern vielfiltige Fragen adres-
siert werden:

Abb. 2: Einheitsquadrat zur Visualisierung der Schwimmiligel-Aufgabe

— Regenschirm-Aufgabe
Von 100 Tagen sind 60 Sonnentage
und 40 Regentage. An 40 Sonnenta-
gen hat Frieda unnétigerweise den
Schirm dabei, an 20 Sonnentagen
hat sie ihn nicht dabei. An 30 Re-
gentagen hat Frieda den Schirm
dabei, an den iibrigen Regentagen
leider nicht. An wie vielen der 100
Tage wird Frieda nass?

Losung: An 10 von 100 Tagen wird
Frieda nass.
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tiben zu lassen, die relevanten Teilmen-
gen in verschiedenen Sachkontexten zu
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Abb. 3: Baumdiagramm zur Veranschaulichung der Regenschirm-Aufgabe
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Abb. 4: Visualisie-
rung am 10x10-

In diesem Fall liegt kein Bayesiani-
scher Riickschluss vor. Die Schiile-
rinnen und Schiiler kénnen hier ein
Baumdiagramm wie in Abb. 3 erstel-
len (Darstellungswechsel) und sogar in
Form von absoluten Zahlen antworten.

Inklusiv unterrichten mit
passenden Arbeitsmitteln

Anteile mit Gummis spannen
Maéchte man die enaktive Ebene stirker
mit einbeziehen, kann man die Arbeit

Nicht bemalt

Nagelbrett

mit dem Einheitsquadrat durch Nagel-
bretter (oder Geobretter) mit 10x10
Niigeln nutzen und die entsprechen-
den Anteile mit farbigen Gummibiin-
dern umspannen (Abb. 4). Bei der Ar-
beit mit diesen ,,Bayes-Nagelbrettern™
konnen die Schiilerinnen und Schiiler
die Teilmengenbildungen aktiv nach-
vollziehen und diese Teilmengen blei-
ben sichtbar. (In Zeichnungen ist dies
zuweilen durch Linien, die aufeinander
zu liegen kommen, nicht immer gege-
ben.) Auch bleiben die absoluten Hiu-
figkeiten im Nagelbrett sichtbar. Die

Bemalt

Ohne Schleife

Gummibiinder haben den Vorteil, dass
sie sich iiber Teilmengen hinweg span-
nen lassen, und ihre unterschiedliche
Farbgebung schiirft den Blick fiir die
Verhiltnisbildung.

Bildkarten nutzen

Eine weitere Mglichkeit der enaktiven
Bearbeitung von Aufgaben mit zwei
Merkmalen mit je zwei Merkmalsaus-
prigungen bieten Kirtchen mit ent-
sprechenden Bildzeichen.

Die zuniichst ungeordneten Kiirt-
chen konnen entsprechend sortiert
und in einer Vierfeldertafel angeordnet
werden (Abb. 5). Nun lassen sich bereits
Fragen beantworten wie ,,Gibt es mehr
Ostereier mit oder ohne Schleife?”
oder ,,Wie viele der Eier mit Schlei-
fe sind auch bemalt?*, um Bayesiani-
sches Denken anzubahnen. Einziger
kognitiver Schritt, der noch vollzogen
werden muss, ist der Ubergang auf die
numerische Ebene (z.B. von ,.2 Eier,
die nicht bemalt sind und keine Schlei-
fe haben® hin zur konkreten Zahldar-
stellung ,.2°).

Die Bildkiirtchen eignen sich auch
zur Einfiihrung von Baumdiagram-
men in der Unterstufe (vgl. auch die
in Kurz-Milcke/Martignon 2006,
S. 194 vorgeschlagenen ,,Urnenbiiu-
me**). Hierzu wird aus Schachteln eine
Baumstruktur wie in Abb. 6 aufgebaut,
die dann in zwei Schritten mit den ent-
sprechenden Bildkiirtchen gefiillt wer-

r—

Mit Schleife

Abb. 5: Angeordnete Bildkértchen in einer Vierfeldertafel
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Abb. 6: Urnenbaum, in dem die Bildkartchen in die jeweiligen

Schachteln gelegt werden.
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n Name: Datum: Thema:

b= I . .

® Wahrscheinlichkeiten bestimmen

)

]

D 1. Das Zufalls-Ei Mit Schleife Ohne Schileife

2 Zu Ostern findet Max in seinem Osternest in S s R s
< diesem Jahr neun Ostereier. Manche der

Ostereier sind sogar vorher aufwendig bemalt
worden, andere hingegen nicht. Drei der Eier
sind mit einer kleinen roten Schleife verziert.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, ein
bemaltes Ei zu erwischen, wenn Max mit
geschlossenen Augen nach einem Ei mit
einer Schieife greift?

b) Ist der Anteil der bemalten Eier gréfier unter
den Eiern mit einer Schleife oder unter den
Eiern ohne Schleife?

Nicht bemalt

2. Weihnachtsmann-Aufgabe
Der Weihnachtsmann liefert die Geschenke aus. Unterwegs
kommt ihm durch einen WindstoR die Liste abhanden und er
muss die restlichen Geschenke aus dem Gedé&chtnis heraus
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den (z.B. erst die Sortierung nach Be-
malt/Nicht bemalt; danach Mit/Oh-
ne Schleife).

Fazit

Das In-Beziehung-Setzen von Teil-
mengen in vielfiltigen Problemkontex-
ten, mit unterschiedlichen Visualisie-
rungen und fiir verschiedene Fragestel-
lungen dient unseres Erachtens nicht
nur der Vorbereitung des Satzes von
Bayes im Unterstufenunterricht, son-
dern ist per se zutiefst mathematischer
und allgemeinbildender Natur. Dass
Bayesianische Aufgaben dann spiiter
besser verstanden werden, erhoffen wir
als Folge davon.
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ausliefern. So bekommen zwei von den nicht-braven Kindern
irrtimlich trotzdem Geschenke und zehn von den braven
Kindern erhalten leider kein Geschenk. Wie groR ist der Anteil
der braven Kinder unter allen Kindern, die vom

Weihnachtsmann ein Geschenk erhalten haben?
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